Ko6zonséges differencidlegyenletek megoldasa

Ebben a fejezetben

y/ = f(tay)7t € [07T]
y(0) = yo

alaku kezdetiérték-feladatok numerikus megoldasaval foglalkozunk. A Matlabban erre
vannak beépitett fiiggvények, amelyek elirt pontossaggal megoldjak a feladatot (ezekrol
késGbb...) Ha azonban mi egy adott numerikus modszert szeretnénk alkalmazni meg-
valasztott diszkretizacios paraméterekkel, akkor erre nekiink kell elkésziteniink a kodot.
(Nincs pl. olyan beépitett utasitds, amely az explicit Euler-modszerrel oldja meg a fel-
adatot.) A kovetkez6kben sorra vessziik egy-egy fontosabb modszertipus programozasat,
és a félév végén ejtiink majd szét a beépitett fiiggvények nyijtotta lehetGségekrol.
El6szor skalaris egyenletet tekintiink, majd ratériink a rendszerek megoldasara.
Amikor kozelitéleg oldjuk meg a kezdetiérték-feladatot, akkor a feladat intervallumén
definidlunk egy {to,t1,...,t,} racsot, és ennek pontjaiban hatérozzuk meg a megoldas
kozelitését. Jelolés: y; ~ y(t;), h = tiy1 — t;. (Az egyszeriiség kedvéért végig egyenlokozi

racson fogunk dolgozni.)
Az explicit Euler-médszer

Az explicit Euler modszer képlete:
tin =ti+h, yiyr =y +hf(t,v)

Ezt a kovetkezSképpen kédolhatjuk be:

function[t,y] = expeuler(diffegy, tO, yO, h, N)
t = zeros(N+1,1);
y = zeros(N+1,1);

t(1) = t0;
y(1) = y0;
for i=1:N

t(i+1) = t(i) + h;
y(i+1) = y(i) + h * diffegy(t(i),y(i));

end

Az expeuler.m fiiggvénynek két kimend paramétere van: a diszkretizalt id6vektor és
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az ezen pontokban kiszamolt kozelitG megoldasok vektora. Az els6 bemend paraméter
egy fiiggvény, aminek jelen esetben diffegy a neve, és ebben a fiiggvényben irjuk meg a
differencidlegyenlet jobb oldalan allo f fliggvényt. A méasodik paraméter t0, ez a kezdeti
idépontot jeloli, a harmadik a t0 pontbeli yO kezdeti értéket jelenti. A kovetkezd para-
méter a h lépéstavolsag, majd végiil N jeloli a megtett idGlépések szamat. A masodik és
harmadik sorban vessziik fel a t és y vektorokat, amikben az értékeket elGszor lenullaz-
zuk, és a kovetkezd két sorban beallitjuk a kezdéértékeket. Utana kovetkezik 1ényegében
a modszer algoritmusa: egy ciklus keretében az explicit Euler-modszer képlete szerint
feltoltjiik a t és y vektort.

A fenti programmal még nem tudjuk kozvetleniil az adott differencidlegyenlet nume-
rikus megoldasat elGallitani, ehhez sziikségiink van az f fiiggvényt definialo diffegy.m

fliggvény megadasara. Ha az

y=—y+t+1, t€|0,T]
y(0) =1

feladat megoldasat szeretnénk elGallitani, akkor a diffegy nevii alfiiggvény elkészitéséhez

nyissunk egy 1j m-fajlt, amibe irjuk a kovetkezGket:

function dydt = diffegy(t,y)
dydt = -y + t + 1;

Ha mar megirtunk mindkét fiiggvényt, futtassuk le a programunkat h = 0,1, h = 0,01 és
h = 0,001 lépéstavolsagokkal a [0, 1] intervallumon. A parancsablakba irjuk a kovetkezét:

»[tee,yee] = expeuler(@diffegy, 0, 1, 0.1, 10)

Enter utidn megkapjuk a tee és yee kimend vektorokat, amelyek a kozelitések idGbeli
helyét és értékét tartalmazzak. (Ezeket természetesen mashogy is elnevezhetjiik, csak
jelezni akartuk, hogy nem sziikséges a t és y valtozonevet hasznalni, mint a fiiggvény
belsejében, de akar azokat is hasznalhatjuk.) Ha ki is szeretnénk rajzoltatni, akkor a
plot(tee,yee) paranccsal egy kiilon ablakban megjelenik a fiiggvényiink. (A h = 0,01

és h = 0,001 lépéskozokre értelemszeriien a
»[tee,yee] = expeuler(@diffegy, 0,1, 0.01, 100)

illetve a



»[tee,yee] = expeuler(@diffegy, 0, 1, 0.001, 1000)
parancsokat kell beirni.)

Ha masik differencidlegyenletet akarunk megoldani, amelynek a jobb oldalat pl. diffegy1
néven készitjiik el, akkor ehhez a fenti expeuler sajat.m fliggvényben nem kell semmit

atirnunk, a parancsablakbol valo futtatasnal viszont @diffegy1-gyel hivjuk.

Ha az explicit Euler-mdédszer hibajara vagyunk kivancsiak, akkor a pontos megoldassal

sziikséges a numerikus megoldasunkat 6sszehasonlitani. A példank pontos megoldasa az
u(t) =exp(—t) +t

fliggvény. Az expeuler fiiggvényt egészitsiik ki a kovetkezd sorokkal:

u=exp(-t)+t;
plot(t,u,’b’,t,y,’r’)
xlabel(’t?)

ylabel(’y’)

title(’Explicit Euler-modszer’)

legend (’Pontos megoldas’,’Numerikus megoldas’)

Ennek hatasara a program abrat is készit, amelyen Osszehasonlithatjuk a pontos és az
explicit Euler-modszerrel kapott kozelité megoldas gorbéjét. Futtassuk le a modszert
mindharom fenti lépéskozzel, és megfigyelhetjiik, hogy a numerikus megoldas piros gor-
béje egyre kozelebb keriil a pontos megoldast abrazold kék gorbéhez. Természetesen ha
masik feladatot oldunk meg, akkor az ahhoz tartozé pontos megoldast kell beirnunk, tehét
az u=exp(-t)+t sort modositani sziikséges.

Az explicit Euler-moédszer programozasa tgy is megoldhatd, hogy nem hasznalunk
bemend fiiggvényt (igaz, az altalaban el6nyosebb). Ehhez toroljiik diffegy-et a bemend

adatok koziil, és irjuk a program végére a kovetkezd sorokat:

function dydt=diffegy(t,y)
dydt=-y+t+1;

Itt tehat fiiggvényen beliil definidltunk fiiggvényt. Megjegyezziik, hogy ilyen fiiggvényde-



finici6 csak a fliggvény legvégén szerepelhet (ott akir egymés utan tobb is), és szkriptben

nem lehetséges!



