1. fejezet

A numerikus moédszerek alapjai

Ebben a fejezetben megfogalmazzuk a Numerikus médszerek 1. kurzus céljat, definialjuk

a legfontosabb alapfogalmakat és Gsszefoglaljuk a sziikséges elGismereteket.

1.1. A numerikus modellezés szerepe

A valosdgban végbemend fizikai, biologiai, tarsadalmi és egyéb folyamatok szamos as-
pektusa leirhatd szamszertd jellemzokkel. Ezek tanulményozasaban hasznos eszkoz a nu-

merikus modellezés. Tekintsiik at a numerikus modellezés legf6bb 1épéseit!

1) Valédi probléma. Elgszor megfogalmazzuk a megoldandé valodi probléméat. Példaul
tegyiik fel, hogy kivancsiak vagyunk egy toban él6 zsdkmanyhalak és ragadozo halak &l-

lomanyanak az idébeli alakulaséra.

2) Tudoméanyos modell. Kévetkezs 1épésként felderitjiik mindazon tényezdket, amelyek
ismereteink szerint fontosak az adott jelenség lefolyasdban. Példankban azt kell szamba
venniink, hogy mi minden befolyéasolja a halpopulaciok méretét. Ugy gondolhatjuk, hogy
leginkabb a kovetkezé tényezdk:

1. a természetes szaporulat;
2. a zsakmanyhalak ragadozok altali pusztitasa;
3. a ragadozo halak természetes pusztulésa. . .

3) Matematikai modell. Feltevéseinket matematikai forméaba ontjiik. Pl. ha x(¢) jeloli

a zsdkmanyhalak és y(t) a ragadozo halak alloményanak a méretét (pl. Ossztomeg) a t
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idépillanatban, akkor felallithatjuk a kovetkez§ differencidlegyenlet-rendszert:

' =ax — bry

Yy = —cy + dxy
z(0) = xo
y(O) =%

valamely [0, 7] id6intervallumon. (Ez a hires Lotka—Volterra-féle egyenletrendszer.) Az xg
és Yo a két halpopulacio kezdeti mérete, az egyenletekben szerepls a, b, ¢ és d egytlitthatokat

pedig pozitiv konstansnak feltételezziik. Az a pl. a zsdkményhalak szaporodasi rataja stb.

4) Numerikus modell. A matematikai modell pontos megoldédsa igen gyakran nem
ismeretes, igy kozelité megoldési modszereket kell alkalmaznunk. Pl. a fenti kézonséges
differencidlegyenlet-rendszernek sem tudjuk zart alakban elGallitani a megoldéasat, ezért
valamilyen numerikus modszert kell alkalmaznunk, és ezzel eljutunk a numerikus modell-
hez.

5) Szamitogépes modell. A numerikus modell 4ltal meghatarozott szamitasokat tipiku-
san szamitogépen végezzik el. A kivalasztott programozéasi nyelven megirt gépi kodot

futtatjuk, és ennek megoldasa szolgéltatja a valodi probléméra adott valaszt.

A Numerikus modszerek 1. el6adason a numerikus modellek felépitéséhez sziikséges eljara-
sokkal ismerkediink meg. A gyakorlaton a szamitdgépes realizacio kérdései is nagy hangsi-

lyt kapnak.

1.2. Hibaforrasok

A fent véazolt folyamat soran bdéven van lehetGség hibak elkovetésére. Vegyiik sorra a

legfontosabb hibaforrésokat!

1. Modellhiba. A tudoméanyos modell felallitasa sordn nem tudunk minden fontos
tényezdt figyelembe venni. A halas példaban pl. nem vettiik figyelembe a halaszatot,
az ¢l6hely véges eltartoképességét stb. Ezért a felallitott modell hibas eredményre

vezethet. Mindig legyiink tudatdaban annak, hogy a modell sohasem a valosag!

2. Képlethiba. Amikor egy képletet kezelhetGségének érdekében tgy egyszertsitiink,
hogy bizonyos részeit elhagyjuk, vagy egyszertibbel helyettesitjiik, képlethiba kelet-
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kezik. Pl. az exp(2) pontos értéke a kovetkezd sordsszeg:

(e}

exp(2) = —.

A gép azonban nem tud sorosszeget (hatarérték!) szamitani, ezért a fenti kép-
let helyett méasikat hasznélunk, pl. a végtelen sor Osszege helyett valamely rész-

letosszegét szamitjuk ki:
Z o helyett Z =k
k=0 k=0

ahol n valamely nagy index. Ez azonban csak kozelitése lesz az exp(2) szamnak.
A kiilonbség oka a pontos képletnek egy maésik képlettel valo felcserélése. A ké-
plethibahoz sorolhat6 a diszkretizaciés hiba is, amely abbdl ered, hogy pl. a de-
rivaltat differenciahdnyadossal, az integralt részletosszeggel és altalaban a folytonos
fiiggvényeket un. racsfiiggvényekkel kozelitjiik a numerikus modell felépitése soran.
A Lotka—Volterra-féle rendszerre is numerikus modszert kell alkalmaznunk, amelynél

elkeriilhetetleniil fellép ilyen tipusu hiba.

3. A bemend adatok hibaja. A matematikai modellnek meg kell adnunk bizonyos
bemend adatokat, pl. fent a két halpopulacio kezdeti méretét. A bemend adatok
azonban sokszor hibaval terheltek. A példaban a kezdeti halpopulaciokat csak bec-
siilni tudjuk jol-rosszul. Gyakran mért adatokat hasznalunk, amelyek pontossaga

szintén korlatozott.

4. A szamabrazolasbol eredé hiba. Ez a hiba abbol adodik, hogy a szamitoégépen a
valos szamoknak csak egy véges részhalmazat tudjuk abrazolni. Ennek targyalasaval

az el6adason nem foglalkozunk.

1.3. Hibafogalmak

Pontositsuk, hogy mit értiink a tovabbiakban hiban. Latni fogjuk, hogy tébbféle hi-
bafogalom is hasznalatos. Jeloljik a-val valaminek a pontos értékét, amit szeretnénk
kiszdmitani. Legyen ez most az egyszeriiség kedvéért egy valds szam, példaul a zsak-
méanyhalak vagy a ragadozo6 halak ossztomege a T' idgpillanatban, de gondolhatunk akar
exp(2) pontos értékére vagy egy algebrai egyenlet pontos megoldasara is. Felallitottuk
szamitdégépes modelliinket, és jelolje szamitasunk eredményét a. Az a valos szam t6bb-
nyire nem egyezik meg pontosan az a-val, és a hibajat a legegyszertibben a két érték

kiilonbségével jellemezhetjiik.
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1.3.1 Definici6o. A

Aa:=a—a

szdmot az a kézelitd érték abszolit hibajdnak nevezziik.

Ha ez abszolut értékben elég kicsi, akkor az a ~ a jelolést alkalmazzuk. (Kiolvasva: a
kozeliti a-t.) Természetesen az a pontos értékét altalaban nem ismerjiik, igy az abszolut
hibat sem. Elvarhaté azonban tudnunk, hogy legfeljebb mekkora ennek a hibanak a

nagysaga.

1.3.2 Definicié. A A, > 0 szamot az a kézelitd érték abszolat hibakorlatjdinak nevez-
ziik, ha

la —al = |Aa| < A,.

Erre az a = a +£ A, jelolést is alkalmazzuk.
Nyilvanvaléan egy A,-nal nagyobb szam is abszolut hibakorlat. Az abszolat hiba on-
magéaban nem elegendd a kozelités josaganak a jellemzéséhez, fontos lenne valamihez vis-

zonyitani.

1.3.3 Definici6. A da := Aa/|a| szdmot az a kozelitd érték relativ hibajdinak nevezziik.

Ennek természetesen nincs értelme, ha az a kozelité érték nulla, de hasznélata akkor is
problémés lehet, ha a csak kozel van a nullahoz, ekkor kis abszolut hiba esetén is nagy

relativ hibat kaphatunk. Célszert tehat az abszolut és a relativ hibéat egyiitt vizsgalni.

1.3.4 Definicié. A §, szamot az a kézelitd érték egy relativ hibakorlatjdnak nevezziik,
ha |da] < d,.

Nyilvanvaléan, ha A, abszolat hibakorlat, akkor %‘1 egy relativ hibakorlat lesz. A relativ
hibat ill. hibakorlatot az a pontos értékhez viszonyitva is szokasos értelmezni. A gyakor-
latban azonban a tébbnyire nem ismert, ezért ezt nem mindig tudjuk kiszamitani. (Ha a

elég kozel van a-hoz, akkor persze a kétféle modon definiélt relativ hiba is kozel egyenld.)
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1.3.1. Az alapmiiveletek hib4ja

Erdemes megvizsgalni a valos szamokkal végzett alapmiiveletek soran keletkezd hibat.
Tegyiik fel, hogy az x és y valos szamok helyett a hibaval terhelt = és y értékekkel sza-

molunk. Hogyan hat ki ez a miivelet eredményére?
1. Osszeadas:
(@+y) =@+ =lr-T+y—gl<|o—I|+]y—7 < Ds+ 4y

Ez azt jelenti, hogy az 6sszeadandok abszolut hibakorlatjait 6sszeadva becsiilhetjiik
az Osszeg abszolut hibajat. (Ezt réviden ugy szokas mondani, hogy Osszeadéasnal a
hibak 6sszeadodnak.)

2. Kivonaés:
(x—y) =@ =P =lr—T+7—yl <|lv -2 +|y—g| <A+ 4,

A hibék tehat itt is 0sszeadddnak, nem pedig kivonodnak. A kiilénbséggel osztva

lathato, hogy kozeli szamok kivonasaval nagy lehet az elkovetett relativ hiba.
3. Szorzéas:
[z y—F-gl=lv-y—a-g+ta-g—a-g/ <l|z[-ly=gl+7] |z — 7]
Rz ly =gl gl e = 2] < 2] - Ay 4 9] - Ag =2 Agy

4. Osztas (6nalloan):

T Z

Agy
y g >

Az utobbi jelzi, hogy kis szammal valo osztéasnal nagy lehet az elkovetett hiba.

S

1.3.2. A feladat korrekt kittizése

Leszogezziik, hogy csak olyan feladat megoldasaval érdemes foglalkozni, amely eleget tesz

harom alapkovetelménynek:
a.) létezik megoldéasa (egzisztencia);

b.) csak egy megoldasa létezik (unicités);
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c.) a bemend adatokban elkovetett kis hiba csak kicsit valtoztat a megoldés értékén.!
Az els6 ketté magatol értetddik, de nézziink egy példat a c.) fontossdganak illusztralasara.

1.3.5 Példa. Tekintsiik az Ax = b linedris algebrai egyenletrendszert, ahol

a1 . 2
1 1,01 2,01

Ezt meg tudjuk oldani pontosan, pl. a Cramer-szabdllyal, a megoldds:

2 1 1 2
2,01 1,01 0,01 1 2,01 0,01
xl — = = 1’ ;(j2 = = — ].
1 1 0,01 1 1 0,01
1 1,01 1 1,01

Most perturbdljuk a jobb oldalt gy, hogy a b vektor mdsodik elemét eqy szdzaddal meg-

= | 2]
2,02

Az A% = b perturbdlt feladat & pontos megolddsa mdr

novelyiik:

2 1 1 2
2,02 1,01 1 2,02 0,02
:E'l == = O, i’g = = = 2.
1 1 1 1 0,01
1 1,01 1 1,01

Szembeting a nagy eltérés, és mivel a szamolas pontos volt, ez az eltérés maganak a
feladatnak a rossz tulajdonsagabol ered. (Késsbb valaszt kapunk arra, hogy a linearis
egyenletrendszer (matrixdnak) milyen tulajdonsidga mutatja meg azt, ha a megoldas ilyen
rendkiviili médon érzékeny a szabad tagokra.) Koénnyen lathato, hogy ekkor nincs sok
remény a feladat megfelel§ pontossagti megoldésara, mert — szamitogéppel szamolva — a
jobb oldali vektor elemeit legalabbis szamabrazolasi (de akar még mérési vagy egyéb hiba

is) terheli, ezért az eredeti feladat helyett valojaban egy perturbalt feladatot oldunk meg.

IEzt kissé pontatlanul tgy is szokds mondani, hogy a megoldas folytonosan fiigg a bemend adatoktél,
ami valdjaban a kovetkez6t jelenti. Jel6ljon b egy bemend adatot, és x a hozza tartozé megoldast, ekkor
minden e > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy ha a b bemen6 adat esetén a megoldas Z, és |b—b| < d, akkor
|x — Z| < e. Ez teljesiil példaul ha van olyan K > 0 konstans, amelyre |z — 2| < K|b— l~7| Ugyanakkor, ha
itt K nagy, akkor hiaba van folytonos fiiggés, a bemené adatot kicsit megvaltoztatva a megoldas nagyot is
valtozhat. Ezért a korrekt kittizés c) kritériumat helyesebb ugy megfogalmazni, hogy a bemendg adatban
elkovetett kis hiba csak kicsit valtoztatja meg a megoldast. Tehat a korrekt kittizéshez nem elég, hogy
|z — #| < K|b— b|, hanem itt K-nak elég kicsinek is kell lennie.
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1.4. Altalanositas, elGismeretek

Ebben a fejezetben altalanosabb keretet adunk a hibaanalizishez, és Osszegytjtjiik a jegy-

zet tovabbi részének megértéséhez sziikséges elGismereteket.

1.4.1. Normadlt tér

Eddig feltettiik, hogy a,a € IR. A gyakorlatban azonban nem mindig ez a helyzet, pl. ha
a egy n-ismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszer megoldasa, akkor ez egy IR"-beli
elem. Kérdés: mit értsiink ekkor a szamitott a € IR™ vektor abszolut/relativ hibajan?
Hogyan értsiik tovabbé ezeket a hibakat valamely egyéb X halmazon?

IR-ben a—a értelmes, és az abszolut hibakorlat az |a—a| kifejezésre adott felss korlatot
jelentette. Ennek altalanositasahoz tehat az kellene, hogy értelmezve legyen
i) az elemek kiilonbsége. Ezért tegyiik fel, hogy az X halmazon van Gsszeadas és skalarral
valo szorzés, azaz X vektortér;
ii) az abszolut érték fiiggvényhez hasonld tulajdonsagu fliggvény, amely a vektortér ele-
meinek a ,nagysagat” jellemzi.

A ii) tulajdonsag biztositasahoz vegyiik szemiigyre, hogy milyen tulajdonsagai vannak
az abszolit érték fliggvénynek! Ez a fliggvény IR — IR képez, és a kovetkez6 harom

tulajdonsaga révén alkalmas a valos szamok nagysaganak a kifejezésére:
L. Jz| >0 VzeR, és|z| =02 =0;
2. |Az| = |\ - |z| Vz € R,V € IR;
3. |z +y| < x|+ |y Vz,y € R.

A valdés szamok nagysaganak a fogalmat igy kézenfekvd a kévetkezSképpen kiterjeszteni

tetszdleges vektortérre.

1.4.1 Definicié. Legyen X egy vektortér. Ekkor egy || - || : X — IR fliggvényt normdnak

neveziink, ha igaz rd a kovetkezd hdarom tulajdonsdg:
1. ||z]| >0 Vaxe X, és|z|]| =0« z=0x (az X vektortér nullvektora);
2. A x| = |\ ||z]| VzeX, VAeR;
3. Jo+yll < ol + Iyl ¥ay € X.

Azt a szdmot, amelyet ez a fligguény eqy v € X wvektorhoz hozzdrendel, az x vektor nor-

mdjanak nevezzik, és ||x||-vel jeloljik. Az (X, ||-||) rendezett pdart normdlt térnek nevezziik.
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Példak normalt térre

L) X =R, [zf| = |=|.

2.) X = R"-en harom alapvetd norma hasznalatos:

o ||z||1 == |x1| + |x2| + ... + |z4| (egyes norma);

o |[z|la ;= /2? + 23 + ... + 22 (kettes vagy euklideszi norma);
o ||7]|co := max{|z1], |22, ..., |2s|} (Mmaximumnorma)
Pl. Hatérozzuk meg az x = (1,2, —3) € IR? vektor mindharom fenti norméjat!
o [z|i=1+2+3=6;
o ||zl = V1 +22+ 32 =14
¢ ||z]|o = max{1,2,3} = 3.

Az els6 kett6 az aldbbi, tin. p-norma speciélis esete p = 1 ill. p = 2 mellett:
1
[z]lp := ([z1]” + [z2]” + ... 4 [2n]?)7,

ahol p > 1. Tovabba megmutathato, hogy lim,, ||z||, = ||#]|c minden z € IR™ esetén.

Az egyes vektornormaroél lassuk is be, hogy valéban norma IR™-en!

1. Nyilvanvaloan > ;_, |zx| > 0, és nemnegativ szamok Gsszege csak akkor lehet nulla,
ha minden tag nulla, azaz ha |z;| = 0 Yk = 1,2,...,n. Ez pedig pontosan akkor all
fenn, ha xp, =0Vk=1,2,... n.

2 Al = Dok Al = D2 (A Jael) = AL 205y [l = AL - [l]la

3. Mlwtyll = 25 lww byl < 2oy (el +lyel) = Zh—q lowl+ 375y vkl = llzlli+ Iyl
3.) X = Cla,b]-n a két legalapvet6bb norma:

o ||flloc = maxyepy | f(2)| (maximumnorma);

o Iflly:= fab |f| (integralnorma).

Egy X normalt térben az x € X és y € X elem téavolsagan az ||x — y|| szdmot értjiik,
és azt mondjuk, hogy x kozel van y-hoz, ha ||z —y|| kicsi. Ez alapjan az abszolut és relativ
hibat / hibakorlatot a kovetkezSképpen értelmezhetjiik. Legyen a € X a pontos érték,

a € X pedig a szamitasunk eredménye. Itt is a Aa := a — a kiilonbséget (X-beli vektor)
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hivjuk az a kozelités abszolat hibajanak. A A, > 0 szamot az a kozelit§ érték abszolut
hibakorlatjanak nevezziik, ha ||a — a|| = [[Aa|| < A,. A relativ hiba ill. hibakorlat pedig
ezek ||al|-val valos osztasaval értelmezhetd.

Minden normalt térben értelmes egy sorozat konvergenciajanak a fogalma.

1.4.2 Definicio. Az (z,) C X sorozatot konvergensnek nevezziik, ha létezik x € X, amely

mellett ||x — x,|| = 0. Ezt az x elemet az (x,,) sorozat hatarértékének nevezziik.

Lattuk: ugyanazon vektortéren tobb norma is megadhato, és ezekben ugyanazon vek-
tor norméja kiilonbozhet. Ugyanakkor bizonyos szempontbol mindegy, melyiket hasznéljuk,

amennyiben a normak ekvivalensek.

1.4.3 Definicié. Legyen X wektortér, ||-||q és |- ||» pedig két norma X-en. Azt mondjuk,
hogy || - ||a ekvivalens || - ||p-vel, ha léteznek olyan 0 < m < M konstansok, amelyek mellett

mllzlla < flzfls < Mlz]la Ve e X,

Jelolése: || - |la ~ 1| - |ls

Ekkor pl. ha ,, = x || - ||o-ban, akkor || - ||;-ben is, és forditva. Megjegyezziik, hogy véges

dimenzids vektortérben (pl. IR"™) barmely két norma mindig ekvivalens.

1.4.2. MAtrixnormak

Ismeretes, hogy IR™*" (az nm-szer m-es matrixok halmaza) a matrixok Osszeadéaséval és

skalarral valo szorzésaval szintén vektorteret alkot. Kérdés: hogyan definidljunk rajta

normat?
Jelolje || - ||r» barmelyik IR"-beli vektornormét, és 0,, az IR™ nullvektorat. Belathato,
o Az
|| re
A a2, Tl
norma IR™™-en. Ezt a normét az || - |gr» vektornorma altal indukalt matrixnorméanak
nevezziik.

Mit fejez ez ki szemléletesen? Az % hanyados azt mutatja meg, hogy az A matrix
mint linearis leképezés hanyszorosara nytujtja meg az r € IR" vektort. Ha az 0sszes x-re
képezziik ezt a hanyadost, majd ezen hanyadosok szupremumat, akkor ez azt mutatja

meg, hogy A legfeljebb hanyszorosira nyijt meg egy vektort.

Belathato, hogy a fenti szupremum ekvivalens a kdvetkezskkel:

[Az||me [Az|lrn _
sup — = Y sup |Az||rn =
eeRr a0, |Z|[Rr  zemnzmr=1 |TIR"  semn|ofgn=1
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= max | Az || g~
z€R™, ||z e =1
Megjegyezziik, hogy mas-mas IR"-beli vektornorma més métrixnormat indukal, tehét
egy matrixnak nem feltétleniil egyezik meg pl. a maximumnorma és az euklideszi nor-
ma altal indukalt normaja. A szupremumot nem mindig konnyd kiszamitani, ezért
érdemes tudnunk, hogy az indukalt matrixnormékat a méatrix elemeibdl az alabbi mo-

dokon szamithatjuk ki:

1. Els6 norma (méasképpen oszlopnorma): a leképezés méatrixdnak minden oszlopaban

osszeadjuk az elemek abszolut értékét, és a legnagyobb ilyen oszloposszeget valasztjuk.
n
All; ;= max a;;
4l = xSl

2. Mésodik norma (spektralnorma):

HAH? =V )‘maX(ATA)v

ahol AT az A matrix transzponaltja, Apax(ATA) pedig az AT A matrix legnagyobb

abszolut értéki sajatértéke.

3. Maximumnorma (sornorma): a legnagyobb sordsszeg.

n

[ Al max = o fnax ; N

A kettes métrixnormahoz tébb fontos megjegyzést fiiziink. Vajon a \/m kifejezés
mindig értelmes-e? Igen, ugyanis

i) AT A mindig szimmetrikus matrix, fgy a sajatértékei valosak.

ii) AT A pozitiv szemidefinit is ((AT Az, ) > 0 Vo € R"), ugyanis

(AT Az, z) = (Az, Az) = ||Az||3 > 0,
ezért a sajatértékei nemnegativak.

1.4.4 Definici6. Legyen A € IR™ " sajatértékei M\, Aa, ..., \n. Ekkor a p(A) := max; ||

szamot az A mdtriz spektralsugardnak nevezzik.

1.4.5 Allitas. Ha A szimmetrikus, akkor |Ally = p(A).
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Biz.: Tegyiik fel, hogy A szimmetrikus. Ekkor A = AT, fjgy ATA = A% Az A% méatrix

sajatértékei az A sajatértékeinek a négyzetei, igy

HAH2 = \/)‘maX(ATA) = \/)‘maX(AQ) = ()‘maX(A))Q = |)‘maX(A>| = P(A)‘
Tovabba, tetsz6leges A € IR™*™ matrix minden indukalt métrixnormajara fennall a
p(A) < [|A]

egyenl6tlenség, azaz a spektralsugarnal kisebb indukalt norma nem létezik. Ez konnyen

meggondolhato, ugyanis legyen v egy A.-hoz tartozé sajatvektor. Ekkor Av = A..v,

ezért [|Av|| = [Amax| - [|v]|. Igy a v vektorra
A A
M = |)\max| = sup ” UH Z |)\max|a
o] veRm0 [|V]]

ami a belatandé allitast jelenti.

Az indukalt matrixnormék rendelkeznek a kovetkez6 harom fontos tulajdonsiggal:

i) Az Az matrix-vektor szorzatra mindig igaz, hogy [|Ax| < ||A]l - ||=| (itt a bal oldali
és a jobb oldali masodik norma valamelyik vektornorma, és az A métrix normaja az

ezen vektornorma altal indukalt matrixnormal) Ez azonnal kovetkezik az indukalt

c stz

ii) Az identitasmatrix norméja 1, azaz ||I]| = 1.

Biz.:

Il — [P ]| re
[l = sup “————= sup
veRm a0, ||Z]lRr  zemr a0, ||Z]|Re

=sup{l} = 1.

iii) Két matrix szorzatanak norméja nem nagyobb, mint a tényezék normajanak a
szorzata (szubmultiplikativitas): ||[AB|| < ||A] - || B]|-
Biz.:

[(AB) || AL 1B - ]l wer

|A-B||= sup ——F——<
veR 20,  ||7|/me c€R™ 240, ]| re

= [lAl - 1Bl

A maétrixok vektorterében tovabbi, nem indukélt normaék is hasznalatosak. Ezek a métrix-
normak nem frhatok fel egy adott vektornormahoz tartozé szupremumnormaként. Nem
indukalt matrixnormét kapunk pl., ha kivalasztjuk a matrix lehets legnagyobb abszolut
értékid elemét:

[A[]s = maxfag];
1’7]
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vagy ha Osszeadjuk az 0sszes matrixelemet abszolit értékben:

n
Afwe =) Jayl.

ij=1

Ismeretes még az Gn. Frobenius-norma:

[AllF =

Ezek tehat mind rendelkeznek a norma harom tulajdonsagaval, de fontos tudni, hogy nem
mindig rendelkeznek az i)-iii) tulajdonsadgokkal. Ez az oka annak, hogy a nem indukalt

méatrixnormékat ritkan hasznaljuk.

1.4.3. Kondici6szam

Most visszatériink arra a kérdésre, hogy a kordbban latott linearis egyenletrendszer meg-
oldasa miért lehetett annyira érzékeny a szabad tagok vektoranak kis megvaltoztatasara.
A matrixnorma segitségével bevezethetiink egy mérészamot, amely tajékoztat arrol, hogy
egy adott linearis algebrai egyenletrendszer megoldasa soran kell-e szamitanunk erre a
problémara.

Legyen A € R™" egy invertalhato matrix, és b € R™ \ {0}. Tegyiik fel, hogy a b jobb
oldal Ab hibaval terhelten ismert. Jelolje Ax a megoldas abszolut hibajat, ezzel

Alx — Az) =b— Ab
a perturbalt egyenletrendszer. Ebb6l Az = b miatt
A-Ax = Ab

kovetkezik, azaz

Az = A71Ab.

Ezt valamely indukéalt métrixnormaban véve és az i) tulajdonségot alkalmazva
1Az = [[A7"Ab]| < [[A7Y]| - [|Ab]

adodik. Mésrészt

1 1
1ol = lAz]] < |A]l - [lz]l = 7 < | A] - T

]l =
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Ebbdl a
| Azl

]

_ Ab
< A7 Al - %

becsléshez jutunk. Lathaté: a megoldas relativ hibédja feliilrsl becsiilheté a jobb oldal

relativ hibdjanak az ||A7!|| - |[|A]| szdmszorosdval. Ezért igen hasznos ez a szorzat, és

kiilén nevet is kap:

1.4.6 Definicio. Az [|[A7!||-[|A|| szdmot az A € R™™ invertdlhatd mdtriz kondicidszdmd-

nak nevezzik. Jelolése: condA.

Nyilvanvaloan, condA fiigg a valasztott norméatol. A lineéaris egyenletrendszert rosszul
kondicionaltnak nevezziik, ha condA joval nagyobb 1-nél.

Térjlink vissza a 1.3.5.példara. Ha az 1-es vektornorma altal indukélt matrixnorméban
dolgozunk, akkor condA = 404,01 >> 1, igy a lineéris egyenletrendszer valoban rosszul

kondicionélt.

1.4.7 Megjegyzés. Levezethetd, hogy ha nem a jobb oldali vektor, hanem az A mdtriz

hibds, akkor is condA a relevdns indikdtor a megoldds relativ hibdjdra nézve.

1.4.4. Fixponttétel IR"-ben

A késGbbiekben sziikségiink lesz egy fontos tételre IR"-ben. Ehhez elGszor bevezetjiik a

kontrakcié fogalmét.

1.4.8 Definici6. Legyen f : R™ — IR™. Azt mondjuk, hogy f kontrakcio valamely || - ||
IR"™-beli normdban, ha 3q € [0,1) dllandd, amely mellett

1f(x) = FWIl < glle =yl Va,y € R™

1.4.9 Allitas. Ha f : R™ — R linedris leképezés, azaz f(x) = Az, ahol A € R™" eqgy

mdtriz, és ||Al| < 1 valamely indukdlt matriznormdban, akkor f kontrakcid.

Biz.: Abban a vektornormaban, amelyhez az indukalt matrixnorma tartozik, az i) tulaj-

donséag miatt

1 () = F@ll = [[Az = Ayl = [[A(z = w)| < [A]l - [z = vl

1.4.10 Kovetkezmény. Ha [ kontrakcio, akkor folytonos.

Biz.: Tegyiik fel, hogy z,, — x, ekkor ||f(x,,) — f(2)|| < q||zm — x| — 0.
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1.4.11 Definicié. Azt mondjuk, hogy x* € IR™ az f : IR™ — IR"™ leképezés fixpontja, ha
f(x*) = z*.

1.4.12 Tétel. (Fizponttétel IR"-ben)
Tegytik fel, hogy f: R™ — IR™ az egész IR"™-en értelmezett kontrakcid a q € [0, 1) dllandd-
val. Ekkor

1. f-nek létexik fixpontja;
2. ez a fixpont egyetlen (jeldlje x* € R™);

3. az "t = f(2*), k =0,1,... mddon elddllitott (z*) IR™-beli sorozat tetszbleges x°

esetén konvergens;

ok :
4. limz" = x*;

k
5.l = o) < et — 29|

Biz.: Mutassuk meg, hogy ||2* — 2*7!|| < ¢*7!|2! — 2°||. Teljes indukcioval:
o k=1 esetén ||z! — 2% < ||zt — 20
e Tegyiik fel hogy k — l1-re igaz: |81 — 22| < ¢*2||2! — 2°||. Ekkor

lo* === = If ") = f(@* ) < qlla™ ' =272 < g:¢"P[l2" =2 = ¢* |2 2.

Legyen m > k. Ekkor
2™ — 2| = [|2™ — 2™ F 2™t — 2™ 2T |
< o = = 2 ] < (g g ]
q'fnxl—x°||<1+q+...+qm—1—k>sQ’fnxl—xOniqm:qknxl—x°||1—iq' (1)
m=0
gy k — oo esetén ||2™ — 2F|| — 0 (m > k). Ezért Ve > 0 IN € N: ||2™ — 2¥|| < e Vm >

k > N. Igy (2*) Cauchy-sorozat IR"-ben, azaz konvergens is, tehat létezik limy_,o 2F =:

*

T .

Mivel f folytonos is, ezért az a* = f(z*~1) 6sszefiiggésbol

¥ = lim 2% = lim f(2"') = f(lim 2*) = f(z%),
k—o0 k—o0 k—o0
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azaz x* fixpont. Az (1.1) becslésbél m — oo esetén

qk

lz* — =*|| < I

||x1 —x

Az unicitas belatasahoz indirekt tegytiik fel, hogy dz*, y* € IR™, x* # y*, amelyek fixpon-
tok, azaz «* = f(z7) és y* = f(y"). Ekkor [lz* —y*[| = [If (z") = f(y")]| < qlle” —y*| =

0<(¢g—Dlz" =y,

ami csak ||z* — y*|| = 0 esetén lehetséges = z* = y*, ami ellentmondas.

1.4.13 Megjegyzés. A fizponttétel bizonyitdsa automatikusan dtvihetd tetszdleges X nor-
mdlt térre, ha igaz, hogy minden X-beli Cauchy-sorozat eqyben konvergens is. Az ilyen
tulagdonsdgu tereket teljes normdlt térnek, mds szoval Banach-térnek nevezziik. Példa:

(Cla,b], | - lo). De minden véges dimenzids normdlt tér is Banach-tér!
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2. fejezet

Linearis algebrail egyenletrendszerek

megoldasa

A gyakorlati feladatoknal stirtin elfordul, hogy linearis egyenletrendszereket kell megolda-
nunk. Tébbek kozott a linearis parcialis differencialegyenletek véges kiilonbséges modszer-

rel torténd megoldésa is linearis algebrai egyenletrendszerek megoldasara vezet.

A linearis egyenletrendszerek megoldaséara szolgalo modszerek két nagy csoportba oszt-
hatok. A direkt modszerekkel véges szami 1épéssel meghatarozhatjuk az egyenletrend-
szer pontos megoldéasat (ha minden lépésben pontosan szamolunk). Az iteraciés mod-
szerek egy iteracios vektorsorozatot generalnak, amely a pontos megoldasvektorhoz tart.

A sorozat elég nagy indext tagja a megoldast tetszélegesen megkozeliti.

Leszogezziik, hogy itt csak olyan egyenletrendszerek megoldésaval foglalkozunk, ame-

lyek matrixa négyzetes. Az altalanos alak tehat

1121 + A12C2 + ... ATy, = bl
211 + A99T9 + ... ATy, = 62 (21)
11 + Qoo + .. QT = b,
amely az
a1 a2 ... Qim T bl
921 a22 ... A9m, i) bg
A= , T = , b= (2.2)
Am1 Am2 o Qmm Tm b

jelolések bevezetésével roviditve
Ar =b (2.3)
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alakban is felirhat6. A tovabbiakban mindvégig feltessziik, hogy det A # 0, azaz A
regularis. Ismeretes, hogy ekkor az egyenletrendszernek létezik egyetlen z* € IR™ megol-

désa.

2.1. Direkt mo6dszerek

2.1.1. Gauss-eliminacio

Az eliminéacids vagy kikiiszobolési eljardsok azon az észrevételen alapulnak, hogy egyes
specialis egyenletrendszerek konnyen megoldhatok. A legegyszertibb eset az, amikor az A

egyiitthatomatrix diagonélis. Tekintsiik példaul az

5ZL‘1 = 10
25(72 = 4
31’3 = -1
egyenletrendszert. Ebben az esetben
5 0 0 10
A=10 2 0 és b= 4 ,
0 0 3 -1

és az ismeretlenek az egyenletekbdl kozvetleniil kifejezhetsk:

xr, =

N DN

Ty =

W=

rs = —

Konnyt dolgunk van haromszogmaéatrixa egyenletrendszerek esetén is. Az

I +2[L‘2 +2ZE3 = 7
dxy +dxy = 17
93 = 27

egyenletrendszer méatrixa fels6haromszog-matrix. Az utolsé egyenletbdl kifejezhets az x5
ismeretlen: x3 = 27/9 = 3. Ezt behelyettesitjiik a mésodik egyenletbe, és kifejezziik
To-t: wg = 1/2. Végil x1 az els6 egyenletbdl adodik xo és x3 behelyettesitésével: x; =
7-2-3-2-1=0.

A modszer altalanos felirasahoz induljunk ki az egyenletrendszer részletes (2.1) alak-

jabol! Fokozatosan eliminaljuk az x1, xs, ..., x,, valtozokat az egyenletekbdl.
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1. 1épés: Tegyiik fel, hogy a;; # 0. Ekkor (2.1) els6 egyenlete felirhato

T+ Cc1oTa + ...+ CimTm = Y1

alakban, ahol

a4
Cl] _]7 - 2a 37 , M
11
és
by
Y1 = —
a1

2. lépés: A (2.1) maradék m — 1 egyenlete

aﬂarl—l—aigxg—i—...—l—aimxm:bl-, Z:2,3,

Igy (2.6)-bdl kivonva a (2.4) egyenlet a;-szeresét (i = 2,...

2.,3.,...m. egyenletbdl. Ezzel az egyenletrendszer:
T1+CaTo+ ... +CimTm = Y1
a%)xg +...+ aé?lxm = bgl)
ag;l‘g +...+ a%,)ﬂfm = by(qi)a
ahol az(jl) = CLZ'j — cljaﬂ, bgl) = bz — a;1Y1, ’l,j = 2, o, M.

(2.4)

(2.5)

,m (2.6)

,m), x1 eliminalhaté a

3. lépés: Tegyiik fel, hogy a 2. egyenletben a(212) # 0. Ekkor ez az egyenlet felirhato

Ty + C3T3 + ... + ComTim = Yo

alakban, ahol

(2.8)

(2.9)

4. 1épés: (2.8) felhasznalasaval a maradék m — 2 egyenletbdl az xo ismeretlen eliminal-

hato, és igy tovabb.

Matrixos feliras: Az eljaras soran az egyes lépésekben nyert linearis egyenletrendszerek
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egyiitthatomatrixanak a strukturaja a kévetkezéképpen alakul:

1 Cig C13 ... Cim 1 Ci2 €C13 ... Cim

0 =z T T 0 1 Co3 ... Com

=10 =z =z ... =z =10 =z =z ... =z

r T T 0 =z = 0 =z =
1 Cig Ci13 ... Cim
0 1 Co3 ... Com
Slo 0 1 ... e
0o 0 0 ... 1

Tehat az algoritmus a megoldando lineéris egyenletrendszert olyan linearis egyenletrend-
szerré transzformalja ekvivalens atalakitasokkal, amelynek a méatrixa felsé haromszogi, a
featloban 1-esekkel. Ezt nevezziik a Gauss-eliminacié direkt iranyanak. A masodik iitem-

ben a direkt irany utan kiszamithatoé az x,, ismeretlen, és ebbdl fokozatosan meghatéaroz-

zuk az Ty, 1, T2, ..., T1 ismeretleneket a kovetkezs algoritmussal:
Tm = Ym
m
Ty = Y — E CijTj, t=m—1m—2,... 1
j=it+1

Példa. Oldjuk meg a
2x1 +x9  +z3
r1 3Ty +2x3 =
Ty +2r9 223 =

egyenletrendszert! Készitsiik el az egyiitthatok és a szabad tagok tablazatat, az éata-
lakitasokat ezen a tablazaton kovethetjiik nyomon (hiszen sziikségtelen az ismeretleneket

minden lépésben kiirni).

2 1 14
1 3 2|6
1 2 2|5

Lépések:

1. El6szor az els6 sor minden elemét osztjuk 2-vel:
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1 1/2 1/2]2
1 3 216
1 2 2|5

2. A 2. és a 3. egyenletbdl kivonjuk az 1. egyenletet:

1 1/2 1/2
0 5/2 3/2
0 3/2 3/2|3

=\

3. A 2. sort végigszorozzuk 2/5-del:

1 12 1/2] 2
0 1 3/5[8/5
0 3/2 3/2| 3

4. A 3. sorbol kivonjuk a 2. sor 3/2-szeresét.

—_

12 12 2
0 1 3/5|8/5
0 0 3/5|3/5

5. A 3. sort végigszorozzuk 5/3-dal:

1 1/2 1/2] 2
1 3/5]|8/5
o 0 1|1

Tehat a megoldandé egyenletrendszer ekvivalens az

1 1
T —{—51'2 —|—§$3 = 2
3 8
T +5$3 5
T3 = 1

egyenletrendszerrel. Ebbdl az ismeretleneket alulrol folfelé kikiiszobolve az

5131:]_, .7}2:1, Igzl

megoldashoz jutunk.
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2.1.2. A Gauss-eliminacié végrehajthatosaga

Kérdés: mikor hajthato végre a Gauss-eliminacio? Az eljaras soran a (2.3) linearis egyen-

letrendszert ekvivalens atalakitasokkal
Ur=y

alakra hoztuk, ahol U fels6haromszog-matrix, és diag U = I. Mi a kapcsolat b és y kdzott?

Mint lattuk,

b
Y1 = —L = by = anyr.
a11

Hatarozzuk meg by értékét!

(27) = aglz)xQ + ..+ Clg%xm = bgl) = by — a21Y1 =

by — a1y
To + Co3%3 + ... + ComTyy = % =: 1Yy = by = as1y1 + a%)yg.
Qg9

Altalaban is igaz:
bj = ljlyl +lj2y2 + ... +ljjyj7 j = 1,2,...,m,
G-1)

Jj
Tehat b és y kapcsolata:

ahol [;; = a

b= Ly,
ahol L egy alsbharomszog-méatrix, amelynek fatlojaban agi_l) (j=1,2,...,m), aﬁ) =amn
elemek allnak. Mivel feltevésiink szerint ag_l) #£0,7=1,2,...,m, ezért létezik L™!, azaz
y = L~'. Igy Uz = L™'b, azaz
LUx = 0. (2.10)

Innen adodik a koévetkezé 1) modszer:

1. Allitsuk el6 az A matrixot L - U alakban, ahol L invertalhato alsé haromszogi

matrix, U pedig fels6 haromszogi matrix, a féatloban 1-esekkel.
2. Oldjuk meg y-ra az Ly = b linearis egyenletrendszert.

3. Az el6z6 lépésben kiszamitott y vektorral mint jobb oldallal oldjuk meg az Ux =y

linearis egyenletrendszert.

A fenti modszer neve: LU-felbontasi modszer.



2.1. DIREKT MODSZEREK 23

Kérdés: Az A matrix tébbféleképpen is felbonthaté-e LU alakban, vagy az L és U méatrix

a Gauss-eliminacional latott méatrixok lehetnek csak?

2.1.1 Allitas. Az LU-felbontds egyértelm.
Biz.: Indirekt: tegyiik fel, hogy két felbontés is van:
A= LU, = LyUs,.
Szorozzuk meg az egyenléséget balrol az L', jobbrol az Uy ' matrixszal:
UUyt = Lyt Ly.

Mivel fels6 ill. als6 haromszogi métrixok inverze és szorzata is felsd ill. alsé haromszogi,
ezért ez utobbi egyenlGség csak tgy allhat fenn, ha mindkét oldalon diagonalis matrix

van. Mivel U U, ' diagonélis elemei 1-esek, ezért
UWU;'=Li'Ly=1= U, =Uy és Ly = Ly.

2.1.2 Kovetkezmény. A Gauss-elimindcio pontosan akkor hajthato végre, ha A-nak létezik
LU-felbontdsa.

Keérdés tehat: mikor létezik az LU-felbontas?
Legyen

ag1 A2

Ay = ayy, Ay = det [ a2 ] A, = det A,
2.1.3 Tétel. Tegyiik fel, hogy A; #0, j=1,2,...,m. Ekkor létezik az LU-felbontds.

Biz.: Teljes indukciéval:

e m =2 eset: Az

A:

an iz | lhn O 1w
a1 Q22 lor oo 0 1

egyenldség pontosan akkor allhat fenn, ha megoldhaté a kovetkezs egyenletrendszer:

lh = an
lhiue = arg
loy, = an

loruig +loe = ag
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Ennek létezik egyetlen megoldésa a Ay = ay; # 0 feltétel miatt:

lhn = an
12
U2 = —
11
loy = an
a12 det A
lag = ag — U1z = ag — ag— = .
a1 a1

Tovabba, det L # 0, hiszen [;; # 0, és det A # 0 miatt o5 # 0.

e Tegyiik fel, hogy az allitas igaz m = k — 1-re, és mutassuk meg, hogy akkor igaz
m = k-ra is. Ahhoz, hogy ki tudjuk hasznalni az indukcios feltevést, elkiilonitjiik
A-ban a bal fels6 (k — 1) x (k — 1)-es blokkot:

A1 ag—
A=: A = c R,
be—1 Qi
ahol
a11 cee A1k
Apr = : f e R,
Qr—1,1 -+ Qk—1k—1
ahol az
A1k
. k—1 k—1
ag—1 = : e R", by = [ak1, ... app—1] € R".
Ak—1.k

Mivel A; #0, j=1,...,k — 1, ezért az indukcios feltevés alapjan
Ap1 = L 1Up,

ahol Ly_q és Ui_1 a felbontasnak megfelel§ tulajdonsagt matrixok. Megmutatjuk,
hogy A; felbonthato

Ly 0O

Ay =
lk:fl lkk

(2.11)

Uk—1 Up—1
0 1

alakban, ahol 1, u;_, € IR¥! sor- ill. oszlopvektorok, és [, € IR. Ehhez sziik-

ségesek:
(C1) Lyp—1Up—1 = A
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(C2) Lyp—1ug—1 = ax—

(C3) lp—1Up—1 = bp—1

(C4) lp—qup—1 + leg - 1 = agp

A (C1) egyenlgség kovetkezik az indukcios feltevésbol. Kérdés, van-e megoldéasa
li—1,uk—1, lgp-ra a (C2)—(C4) egyenletrendszernek?

Mivel létezik L,;ll és Uk_fl, ezért

(C2) = up_q = L,;_llak_l

(C3) = Iy = b U Y

(C4) = Uy = ar — l—rup—1 = ag, — e Uy L Lt yap—1 = ap — b1 Aty ag—1.

Még be kell latnunk, hogy lxx # 0!

(211) = det Ak =det Ly_1-lp -detUp_q1 -1 =det Lp_1lxs.

A feltevésiink alapjan det A, = Ay, # 0. Igy I, # 0. Tehat létezik az LU-felbontéasa
Aj-nak.

2.1.4 Megjegyzés. Ha valamelyik bal felsd sarokaldetermindns 0, akkor nem létezik L U-
felbontds. (Ez a 2 x 2-es esetben jol lathato: tegyiik fel, hogy det A # 0 (ezt mindig
feltessziik), és a;p = 0. Az

0 a19 - lll 0 1 U2
21 (22 lor 199 0 1

eqyenldség fenndllisihoz szikséges, hogy li1 -1 = 0 legyen, ekkor azonban L determindnsa

nulla lenne, igy nem lehetne invertdlhato.)

Ezért a Gauss-eliminacié pontosan akkor hajthato végre, ha A minden bal fels§ f6minora

nullatoél kilonbozik.

Kérdés, mit tegylink ha ez a feltétel nem teljestil.

2.1.5 Definici6é. Az olyan P € R™ ™ mdtrizot, amelynek mindegyik sordban és osz-

lopdban egy elem 1, a tébbi pedig nulla, permutdlo matriznak nevezzik.

Tetsz6leges A € IR ™ matrixot balrdl egy permutalé matrixszal szorozva A sorainak a

sorrendje valtozik meg.

2.1.6 Allitas. Legyen A € R™*™, det A # 0. FEkkor létezik olyan P permutdld mdtriz,
amelyre P- A= L-U.
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Ez az allitas biztositja, hogy tetszéleges, regularis matrixa lineéris algebrai egyenletrend-
szer mindig attranszformalhato sorcserékkel olyan rendszerré, amelyre mar alkalmazhato
a Gauss-eliminacio.

Jo tudnunk, mikor nem kell PA elGéllitas, ez ugyanis nagy miveletigényd. A kovetkezd

specialis esetekben nincs sziikség permutalé matrixra:
o A szigortian dominans f6atlojut;
o A szimmetrikus pozitiv definit métrix.

Az utébbi esetben létezik egy mésik felbontéas is:
A=G-GT,

ahol G egy als6 haromszogi matrix pozitiv f6atloval. Ezt a felbontést Cholesky-felbontasnak

nevezzik.

2.1.3. Gauss-eliminacio féelem-kivalasztassal

Ha kerekitve vagy szamitogéppel szamolnunk, akkor a Gauss-eliminéciot érdemes az tn.
féelem-kivalasztas modszerével végezni. Lathattuk, hogy a szabalyos Gauss-eliminacios

algoritmus j-edik lépésében, az aktualis tablazat j-edik oszlopaban tgy tudjuk nullara
(-
Jj

majd az igy kapott sor megfelel§ szamszorosat kivonjuk a lejjebb 1év6 sorokbol. Mivel

transzformélni az oY alatti elemeket, hogy a j-edik sort elGszor elosztjuk a%_l)—gyel,

kis szammal val6 osztasnal nagy lehet a kerekitési hiba hatéasa, ezért kedvezétlen, ha az

a%il) elem kis abszolut értékd. Ennek elkeriilésére szolgal a fGelem-kivalasztés.

A részleges fGelem-kivalasztas soran megvizsgaljuk, hogy az adott oszlopban a
featlo alatt van-e a f6atlobeli elemnél nagyobb abszolut értékd szam, és ha igen, akkor
sorcserével a f6atloba hozzuk (lasd a 2.1. tablazatot).

Még jobban csokkenthet§ a szamitasi hiba a teljes f6elem-kivalasztassal. Ilyenkor a
tablazatnak a féatlobeli elembdl jobbra és lefelé kiinduld legnagyobb négyzetes blokkjaban
keressiik a legnagyobb abszolut értékid elemet (fGelem). Ennek f6atloba hozasahoz eset-
leg sor- és oszlopcserét is végre kell hajtanunk. Az utébbinal arra kell vigyézni, hogy
megvaltozik az oszlopok szamozéasa. (Pl. ha a 4. oszlopot athozzuk a 2. oszlopba, akkor
onnantol kezdve a 2. oszlopban 1év6 szamok az x4 ismeretlen egytitthatoi lesznek!) Egy

példat mutatunk be a 2.2. tablazatban.

1Az A € R™™ matrixot szigortian dominans f&atlojd matrixnak nevezziik, ha |a;| >
> i1t la;j], @ = 1,2,...,m azaz amikor minden sordban a f&atloban 1évé elem abszolat értékben
nagyobb a t6bbi elem abszolat értékének Gsszegénél.
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2.1. tablazat. Példa részleges f6elem-kivalasztésra. Miel6tt nullara transzformélnank a 2.
oszlopban 1évé, {6atlo alatti elemeket, felcseréljiik a 2. és a 3. sort. Ezzel a f6atloba kertil
az oszlop legnagyobb abszolut értéki f6atld alatti eleme.
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2.2. tablazat. Példa teljes f6elem-kivalasztasra. Megkeressiik a legnagyobb abszolut értékt
elemet a vastagon szedett blokkban. Ezt ugy hozhatjuk a f6atloba, hogy felcseréljiik a
2. és a 3. sort, majd a 2. és a 4. oszlopot. Mostantol a 2. oszlop tartalmazza az x4
egyiitthatoit, és a 4. oszlop az x5 egylitthatoit.

Az aldbbi példan bemutatjuk a fGelem-kivalasztds hatasat a megoldas pontossagara.

Tegyiik fel, hogy Gauss-eliminécioval szeretnénk megoldani a

0,00031z; +zp, = 3

T +ro =

egyenletrendszert. (Elaruljuk, hogy ennek pontos megoldasa (kerekitve) x; = 4,001, zo =
2,999.) Alkalmazzuk a Gauss-eliminéciot elgszor fGelem-kivalasztasa nélkiil, és mindig

kerekitsiink négy értékes jegyre:

1 1]7 0 —3225

0,00031 1
—9670

3 : 1 3226
] _,(1.)/0,00031, majd (2)-(1)_y [

9677 ]
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Ezzel a
r1 +3226x, = 9677

3225z, = 9670

egyenletrendszerhez jutottunk. Ennek megoldasa négy értékes jegyre kerekitve: x; =

6,452, x5 = 2,998. Vegyiik észre, hogy az els6 ismeretlen értékét nagyon nagy hibaval

§

tablazatbol indulunk ki. Kénnyen végigszamolhato, hogy ekkor a megoldas kerekitve z; =

kaptuk meg!

Ha féelem-kivalasztassal szamolunk, akkor a

1 1
0,00031 1

4,002, x5 = 2,998, azaz most mar xi-et is megfelels pontossdggal kaptuk meg. Vegyiik

észre, hogy a pontossdgot mindenféle pluszmunka nélkiil tudtuk jelentGsen megnévelni.

2.2. Iteraciés modszerek

Ha a megoldand6 linearis algebrai egyenletrendszer matrixa nagymeéreti és ritka (azaz
viszonylag sok nulla elemet tartalmaz), akkor a Gauss-eliminécio ill. az LU-felbontas
alkalmazésa soran foloslegesen sok miiveletet végziink el, nem tudjuk jol kihasznalni
azt a tényt, hogy csak kevés nemnulla elem van a matrixban. Ilyenkor érdemes lehet
inkabb valamilyen iteracios modszert alkalmazni. Az iteracios modszerek lényege az, hogy

felépitiink egy, a megoldashoz konvergald vektorsorozatot.

2.2.1. Klasszikus iteraciés modszerek

Az iteracios modszerek egyik része azon alapul, hogy az Ax = b egyenletrendszert © =
Qx + r alaku egyenletrendszerré transzformaljuk, ahol Q € IR™*™ és r € IR™. Vegyiik
észre, hogy ekkor a megoldas az f : IR — RR™, f(x) = Qz + r leképezés fixpontja. Az
egyenletrendszer iteracidés megoldasa soran olyan vektorsorozatot konstrualunk, amely az
f leképezés fixpontjahoz, azaz a megoldasvektorhoz tart.

[tt természetesen a mar tanult 1.4.12. tételre tamaszkodhatunk. Tekintsiik most az
f(z) = Qx + r fuggvényt, ahol @ € R™*™ és r € IR™. Ekkor f: IR™ — IR™. Vizsgaljuk
meg, hogy f mikor kontrakcio!

Legyen z és y két tetszéleges IR™-beli vektor. Irjuk fel az f(x) — f(y) kiilonbséget:

fl@) = fly) =Qu+r—Qy—r=Qx—y)
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Vegyiik mindkét oldal valamely || - ||gm vektornormajat!

1f(z) = FW)llmm = 1Q(x = y)llwr < QI - [l = yllwm,

ahol Q]| a @ métrix || - ||gm vektornorma éltal indukalt matrixnorméja. Vilagos, hogy ha
|Q|l < 1, akkor az f fiiggvény ¢ := ||@Q|| mellett kontrakci6 (az adott || - ||grm vektornor-
méban). Ezért a fixponttétel értelmében 2" — x* (az adott || ||grm vektornormaban, és igy
minden mas IR™-beli vektornormaban is a normak ekvivalencidja miatt). Tehat a kon-
vergencianak elégséges feltétele, hogy valamelyik indukalt matrixnormaban ||Q|| kisebb

legyen, mint 1.

Természetes modon vetddik fel a kovetkezd két kérdés:

1. Hogyan tudunk egy Ax = b egyenletrendszert = Qx + r alaki rendszerré transz-

formalni?

2. Mikor teljesiil, hogy az igy kapott () méatrix valamelyik indukalt méatrixnormaban
kisebb, mint 17

A tovabbiakban néhany konkrét médszert ismertetiink.

Jacobi-iteracio

Bontsuk fel az A matrixot A = L + D + U alakban, ahol L és U als6 ill. felsé harom-
szogl matrix, a f6atloban nulla elemekkel, D pedig diagonélmatrix. Tegyiik fel, hogy D

featlojaban nincs nulla elem, azaz D invertalhatd. Ezzel az egyenletrendszer
(L+D+U)x=b.
Vigyiik at a jobb oldalra az L és az U matrixot tartalmazo tagokat:
Dx=—(L+U)x+0,
majd szorozzunk D inverzével:
r=—-DYL+U)x+ D'
Ezzel sikeriilt az egyenletrendszert © = Qx + r alakra hoznunk, ahol specialisan

Q=Q;=-DYL+U) ¢é r=D"b



30 2. FEJEZET. LINEARIS ALGEBRAI EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA
A Jacobi-iteracio n-edik lépésében az

l,n-i—l — _D—I(L + U)xn + D—lb
Osszefiiggés szerint szdmolunk.
Megmutathato: a Q@ = —D~!(L + U) matrix sornormaja pontosan akkor kisebb 1-nél,
amikor A szigorian dominans f6atloju. Ezért ilyen métrixa egyenletrendszerre a Jacobi-
iteraci6 mindig konvergens. A fejezet késébbi részében altalanosabb iteracios eljaras kon-

vergenciajat is vizsgéaljuk majd mas titon.

Példa. Tekintsiik a

4CE1 —X2 = 0
—x1 —|—4x2 —X3 = 6
—xo +d4x3 = 2
egyenletrendszert. Legyen a Jacobi-iteracio kiindulasi vektora 2° := (0,0,0). Konvergens-e a Jacobi-

iteracio? Ha igen, szamitsuk ki az 2! és x2 kozelitést. Adjuk meg az n-edik iteracié képlethibajat.
Megoldds: Az A matrix szigortan dominans f6atloju, ezért @) sornormaja kisebb 1-nél, igy az iteracio

konvergens. Az A egyiitthatométrix felbontédsaban szereplé matrixok:

0 0 0 0 -1 0 4 0 O
L= -1 0|, U=1|0 -1, D=]0 4 0
0 -1 0 0 0 0 4
Ezekbdl
0 i 0 0
—1 -1 :
Q=-D"(L+U)= % 0 i , r=D"b= g
0 7 0 3
Az elsé iteracid
0
.TlZQxOJFT:T: %
3

A masodik iteracio

&
o
Il
Q
8
-
+
=
I
00leo 0ol 00leo
+
NI= W O
Il
o011 ®|5 ooleo

A sornormat, amelyben Q-rél tudjuk, hogy kisebb, mint 1, a maximumnorma indukalja. Igy az n-edik

iteracié képlethibaja maximumnorméaban

n 1 mn
lo" — 2 = max o} — 2] < Ao w}—x9|=3~() ,
1 1

L] 2

ahol felhasznaltuk, hogy a ) méatrix sornorméaja ||Q| = %
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Gauss—Seidel-iteracio

A Gauss—Seidel-iteracional is L + D + U alakban bontjuk fel az A métrixot, de most az

Uz tagot vissziik at a jobb oldalra, és (L + D) inverzével szorzunk. Igy az
v=—(L+D)'Uzs+(L+D)'b

alakhoz jutunk. Azaz most Q = Qgs = —(L+ D)™'U ésr = (L+ D)™ 'b.

Az egylépéses linearis iteraciok altalanos alakja

Nyilvanvaloan az elébbi iteracios modszerek felirhatok a kovetkezs alakban:
Jacobi-iteracio: D(z" ! —z") 4+ Az™ = b
Gauss—Seidel-iteracio: (D + L)(z"™ — a™) + Az™ = b.

Ezeket a Jacobi- ill. a Gauss—Seidel-iteracio kanonikus alakjanak nevezziik. A két iteraciot
modosithatjuk 0j paraméterek bevezetésével:
xn—l—l — "

DY T L A" =,
Tn+1

n+1 n

" —x
(D+ L)—— + Az" =b.
Tn+1
Itt a 7, paraméterek megvalasztasa az iteracié konvergenciajaval fiigg dssze.
A fenti kanonikus alakokat szem el6tt tartva felirhatunk egy altalanos moédszert.

Legyenek B, 11 € IR™*™ tetszlleges, rogzitett regularis matrixok, és 7,1 adott paraméterek

(n=1,2,...). Ekkor a
SCn+1 — "
Bpim—— 4 Az" =10 (2.12)
Tn+1

iteraciot altalanos alaku linearis iteracionak nevezzik.

2.2.1 Megjegyzés. A B,.1 madtrix reqularitisa fontos, hiszen nélkiile nem lehetne x"

vektorbol a1 -et kiszdmitani.

2.2.2 Megjegyzés. Ha B, = I minden n-re, akkor (2.12) iterdcid explicit iterdcid,
eqyébként implicit.

2.2.3 Megjegyzés. Az implicit iterdcid csak akkor gazdasdgos, ha B, ' kiszdmoldsa joval

olcsobb, mint az A~ inverz mdtrizé.
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2.2.4 Definici6é. Ha B, = B és 1,, = 7 minden n esetén, akkor az iterdcidt staciondrius-

nak nevezzik.

Példa 1. B, =1¢és7,=r":
nt+l

x x
+ Az" =b.
-
Elnevezés: egyszerti iteracio.
Példa 2. B,, = I és 1, > 0 valtozo:
xn—i—l — "
+ Ax" =b.
Tn+1

Elnevezés: Richardson-féle iteracio.

Példa 3. Legyen w > 0 egy tetsz6leges szam, B,, = D + wL, 7, = w. Ekkor

n+1 n

x x
(D+wl)—— +Az" =b
w
elnevezése: tulrelaxacios modszer (angolul successive over-relaxation method - innen a
SOR-modszer elnevezés). Az w neve relaxéacios paraméter, és a ,tulrelaxacios” jelz6 arra

utal, hogy w optimalis értéke rendszerint 1-nél nagyobb.

A stacionarius iteraciok konvergenciaja

A tovabbiakban a
.Cl}n+1 — "

Bf + Az =b (2.13)
iteracio konvergencidjaval foglalkozunk, ahol B,7 a modszert meghatérozé matrix ill.
paraméter.

A differencialegyenletek numerikus megoldéasa soran a leggyakrabban eléfordulé métrix-
tipusok kozé tartoznak a szimmetrikus pozitiv definit matrixok és a szigortian dom-
indns f6atloju matrixok, és tobb allitdsunk is az ilyen matrixa linearis egyenletrendszerre
vonatkozik. ElGszor azt vizsgéljuk meg, amikor A szimmetrikus, pozitiv definit matrix.
Emlékeztetsil: ha A pozitiv definit (azaz (Az,z) > 0 Vo # 0 esetén), akkor létezik § > 0
allando, amelyre

(Az,x) > 5||x||2

Jelolje x* a (2.3) egyenlet megoldésat, és legyen
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az n-edik iteracié hibaja. Mivel Az* = b, igy

B@+Ae”=0,nzo,1,..., (2.14)
és eg = x9 — x*.

2.2.5 Definicio. Azt mondjuk, hogy a (2.13) eljdrds konvergens, ha lim,_, e, = 0.

2.2.6 Allitas. Tegyiik fel, hogy A szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz. Ha B invertdl-
hato, és T > 0 olyan paraméter, amely mellett a B — 0,57 A mdtrixz szimmetrikus, pozitiv

definit, akkor a (2.13) iterdcids eljards konvergens.

Biz.: Belatando, hogy a (2.14) szerinti (e, ) sorozatra lime,, = 0.
(2.14) = Bey1 = (B —TA)e,

= epy1 = (I — 7B 'A)e,

Az A matrixszal balrél szorozva:
Aeni = (A—TAB 'Ae,
A két utobbi egyenlséghdl
(Aenyi1,eni1) = (Ae, — TAB ' Aey, e, — TB ' Aey,)

= (Ae,,e,) — T(AB ' Ae,, e,) — 7(Ae,, B Ae,) + 72 (AB ™! Ae,,, B! Ae,,)

Mivel A szimmetrikus, ezért
(AB'Ae,, e,) = (B ' Ae,, Ae,) = (Ae,, B! Ae,,)
Igy a J, = (Ae,, e,) jeldléssel
Jpi1 = Jp — 27(Aen, B Ae,) + 72 (AB™ Ae,,, B~ Ae,,)
Vezessiik be az y, := B~ Ae, jelolést! Ekkor By, = Ae,, és igy
Jar1 = Jo = 27(BYn, ya) + 7 (AYn, yn)

-
= Jn — 27[(BYn, Yn) — §(Ayn,yn)] =Jp—27((B—=0,57A)Yn, Yn)- (2.15)
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Mivel B—0,57A szpd, ezért ((B—0,57A)y,, yn) > 0, ésigy Jn11 < J,. Méasrészt, J, > 0,
igy (J,) egy monoton csokkend, alulrol korlatos sorozat. Ezért létezik véges hatarértéke,
amelyet jeloljon J*. Attérve (2.15)-ban a lim,_,., hatarértékekre:

J¥=J"—27 lim ((B -0, 5TA)yn7yn>7

n—oo

azaz

lim ((B — 0,57 A)yn, yn) = 0.

n—oo
Masrészt,
(B = 0,57A)Yn, yn) > 6lynll*,

hiszen B — 0, 57 A pozitiv definit. Igy a két utobbi Gsszefiiggésbsl
lim ||y,| = 0.
n—oo

Mivel e, = A~ By, ezért
0 < [lenll < [[AT' B - llynll,

¢és mivel a jobb oldali sorozat nullahoz tart, a renddrelv alapjan lim, .« [|e,| = 0, azaz
lime, = 0.

Részletesebben foglalkozzunk most a SOR-modszer konvergencidjaval. Az w paramétert
ugy kellene megvalasztani, hogy a modszer konvergens legyen, és minél gyorsabban kon-
vergaljon. Ezen paraméter optimalis értékére nincs explicit formula altalanos esetben, ez
az érték fligg az egyiitthatomatrix tulajdonsagaitol. Itt csak néhany fontos tételt em-
litiink.

2.2.7 Allitas. Legyen A € R™ ™ eqy tetszdleges mdtriz. Ekkor a SOR-mddszer konver-
gencidjanak

w e (0,2) (2.16)

sziikséges feltétele.
Biz.: A hibaegyenlet a SOR-modszer esetén
(D —I—wL)M + Ae, =0
w

(D4+wl)epi1 = (D+wL —wA)e, = (D+wL —wL —wD —wlU)e, =[(1—w)D —wU]e,.

Tehét e,41 = Bye,, ahol B, = (D +wL) (1 —w)D — wU].
A konvergencia feltétele p(B,) < 1, ami azt jelenti, hogy B, Osszes \; sajatértékére

|Ai| < 1. Ismeretes, hogy [[~, |\i| = |det B,|. Tehat konvergencia esetén, mivel ekkor
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|Ai| <1, |det B,| < 1. Mivel

| det B,| = |det(D +wL) ™| - | det[(1 - w)D —wU]| = ]|

Tehat |1 —w| < 1, azaz —1 < 1 —w < 1, és ez éppen a belatando allitast jelenti.
Most megmutatjuk, hogy ha A szimmetrikus, pozitiv definit méatrix, akkor (2.16) egyben

elégséges feltétel is.

2.2.8 Allitas. (Reich, Ostrowski) Tegyiik fel, hogy A szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz.
Ekkor (2.16) esetén a SOR-mddszer konvergens.

Biz.: Alkalmazhat6 a 2.2.6. tétel, hiszen A megfelel§ tulajdonsagi. A SOR-modszernél
B =D+ wL, T =w, azaz a feltétel a

B—0,5TA=D+wL—0,50(L+D+U)=(1-0,5w)D + 0,5w(L — U)

méatrix pozitiv definitsége. Felhasznalva A szimmetrikussagat, UT = L, és a kovetkezd

igaz minden z € R™ vektorra:
(1 —=0,5w)Dz,z) 4+ (0,5w(L — U)z,z) = (1 — 0,5w)(Dx,x) + 0, 5w[(Lx,x) — (Uz, )]

= (1-0,5w)(Dx, 2)+0, 5w[(Lx, ) —(z, UTz)] = (1-0, 5w)(Dz, £)+0, 5w[(Lx, v)—(x, Lz)]
=(1-0,5w)(Dx,x)

Mivel (Dz,z) > 0 Yz # 0 € IR™ esetén (a; > 0), a feltétel teljesiil, azaz a SOR-modszer
konvergens. Osszefoglalva, a (2.16) feltétel szimmetrikus, pozitiv definit matrixokra a

konvergencia sziikséges és elégséges feltétele.

2.2.9 Kovetkezmény. A Gauss—Seidel-iterdcio szimmetrikus, pozitiv definit mdtrizokra

konvergens.

Megmutathato, hogy a Gauss—Seidel-iteracié szigorian dominans fGatloju matrixokra is
konvergens. (Tehat nem kell a szimmetrikussag.)

Hasonlitsuk 6ssze a Jacobi- és a Gauss—Seidel-iteraciot! Altalaban nem 6sszemérhet,
de a szigortan dominans f6atloju matrixok osztalyan a Gauss—Seidel-iteracié nem lehet
lassibb, mint a Jacobi-iteraci6. Van azonban olyan eset is, amikor a Jacobi-iteracio

konvergal, a Gauss—Seidel azonban nem!
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2.2.2. Gradiens alapti moédszerek

Ebben a fejezetben twjabb iteraciés modszert mutatunk szimmetrikus, pozitiv definit
matrixa linearis egyenletrendszerek megoldasara. Az alapdtlet az, hogy megadunk egy
tobbvéltozos, valos értéki fliggvényt, melynek abszolit minimumhelye az egyenletrendszer
megoldasa. Ezt a minimumhelyet keressiik meg egy megfeleld iteracios eljarassal.
Megoldand6 az Ax = b lineéris algebrai egyenletrendszer, ahol legyen most A € R"™*™

szimmetrikus, pozitiv definit matrix. Tekintsiik a kdvetkezé R™ — R fiiggvényt:

1
Derivaljuk ezen ¢ fliggvényt, azaz irjuk fel a gradiensét!
¢'(z) = gradp(z) = Az — b

Vegyiik észre, hogy ez éppen az r = b — Az vektor (-1)-szerese. Tovabbé, a gradiens
egyetlen helyen nulla, és ez az 2* = A~'b vektor, a linearis egyenletrendszer megoldasa.

Mivel a mésodik derivalt matrixa

QOH(«T) — A,

és A pozitiv definit, igy a megoldas a ¢ fiiggvény abszolit minimumhelye.
Megjegyezziik, hogy m = 2 esetén a  fiiggvény szintvonalai ellipszisek, és a legmélyebb

pontot keressiik. Kérdés, adott A és b esetén hogyan tudjuk ezt megtalalni.

Ehhez el6szor hatarozzuk meg, hogy adott x pontbol adott p vektor mentén haladva hol
van a legkisebb értéke p-nek: vagyis mely a szam esetén lesz az x+ap pontban a legkisebb

@ értéke.
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2.2.10 Allitas. Legyenek x és p adott vektorok, p # 0. A g(a) = o(z + ap) egyvdltozds

fligguény egyértelmid minimumdt az

(p,7)
(p, Ap)

o =

valasztds esetén veszi fel.

Biz.:
1
g(e) = p(z +ap) = 5(z +ap, Az + ap)) — (z +ap,b) =
1 1 1 1
E(x, Az) — (z,b) + éoz(p, Azx) + E(m, Alap)) + 5(04]9, A(ap)) — a(p,b)
Felhasznalva, hogy b = r + Ax, ez a kovetkez6 alakra hozhato:

1

g(a) = p(z) + 5042(19, Ap) — a(p,r)

Ez egy felfelé allo parabola (ugyanis (p, Ap) > 0), igy egyetlen minimuméat ott veszi fel,

ahol a derivaltja nulla:

(p,7)
(p, Ap)”

J (o) = a(p,Ap) — (p,r) =0=a =

Ha tehat rogzitiink egy xy € R™ vektort, akkor innen egy p; # 0 vektor irdnyaban
megkeresve a minimumbhelyet kaphatunk egy jobb z; kozelitést, onnan ismét egy ps vektor
iranyaban keresve a minimumbhelyet, egy még jobb xy kozelitést, és igy tovabb. Kérdés,

hogyan vélasszuk meg a pq, po, . . . keresési iranyokat.

A X
e D
xT\p?
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A gradiens-modszer

Mivel egy tobbvaltozos, valos értéki fiiggvény a gradiensével ellentétes iranyban csokken
a leggyorsabban, grady gradiense pedig éppen a maradékvektor (-1)-szerese, igy a legjobb
Otletnek az tiinik, hogy mindig az aktuélis r maradékvektor irdnyaban keressiik a mini-

mumbhelyet. Tehat egy x pontbol az

(r,7)
(r, Ar)

x + r

pontba lépiink. Ebben a pontban a maradékvektor

(r,7)
b— Alx + o Ar)r)’

igy ennek iranyaban keressiik a kovetkez6 lépésben a minimumhelyet. Vegyiik észre, hogy

(r,r) B (r,r) |
(r,b— A(x + (. Ar) r)) = (r,r) — (r, A(T’ TS r) =0,

vagyis az egymas utani keresési iranyok merslegesek egymasra.

Ez a modszer lassan konvergél, ha az A matrix euklideszi norméhoz tartozo condy(A)
kondicidészama nagy. A koévetkezSkben bemutatjuk a gradiensmoédszer olyan modositott
valtozatat, amely a keresési iranyok iigyes megvalasztasa révén gyorsabb konvergenciét
biztosit.
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A konjugalt gradiens-mddszer

Tekintstink egy kétismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszert! Induljunk ki abbdl,

hogy az xg-beli keresési irany meréleges az x1-beli maradékvektorra. Ekkor

0= (p1,m1) = (p1,b— Azx1) = (p1, Az"™ — Azy) = (p1, A(z™ — 21))

Ebbdl a képletbdl lathato, hogy az x; pontbdl az x* megoldésba vezetd vektor teljesiti
a (p, A(x* — 1)) = 0 feltételt. Az egyszertibb megfogalmazas kedvéért vezessiik be az

alabbi fogalmat.

2.2.11 Definicié. Legyen A € R™*™ eqy szimmetrikus, pozitiv definit mdtrix. Azt mond-
Juk, hogy az x és y vektorok A-konjugdltak (vagy A-ortogondlisak), ha (z, Ay) = 0.

Mivel az a legkedvezSbb, ha az adott iteracios lépésben éppen az * megoldéas felé¢ indulunk
el, igy a py keresési irdnyt ugy kellene megvalasztani, hogy az A-ortogonalis legyen a p;
vektorra. Mint latni fogjuk, ehhez nem kell ismerniink x*-ot. Keressiik ugyanis a masodik
keresési iranyt

pe =11 — ;1

alakban. Hogyan vélasszuk meg f;-et ahhoz, hogy (p;, Aps) = 0 legyen?
(p1, A(r1 — Bip1)) =0

(p1, Ary) — Bi(p1, Ap1) = 0

Ebbél
(pl ) A7°1 )

(pla Apl) '

Ezen [, megvalasztéssal a po = r; — [B1p; keresési irdnyban keresve a minimumhelyet,

b=

az x* megoldast kapjuk. Tehat a kétdimenzios esetben a konjugalt gradiens-modszer két

iteracios lépésben megadja a megoldast.
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Megmutathato, hogy m-ismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszer esetén legfeljebb m
lépésben véget ér a modszer. Ez azt jelenti, hogy a konjugalt gradiens modszer 1ényegében
direkt modszernek tekinthets. A gyakorlatban ugyanakkor a hibaval terhelt szamita-
sok miatt iteracios modszerként alkalmazzuk. Kis kondicidészamu és kevés kiilonb6zé
sajatértékkel rendelkez6 A matrixok esetén a modszer gyorsan konvergél. Elényos, hogy

nem kell optimélis relaxacios paramétert keresni a gyors konvergenciahoz.



3. fejezet

Algebrai egyenletek kozelit6 megoldasa

Az egyismeretlenes valds egyenletek egy része az egyenlet rendezésével konnyen megold-
hatd. A legegyszertibbek a linearis egyenletek, de a masodfokiakat is gond nélkiil meg
tudjuk oldani a jol ismert megoldoképlet segitségével. A harmad- és negyedfoki egyen-
letekre is 1étezik megoldoképlet, de mar joval bonyolultabb. Magasabbfoku egyenletekre
pedig mér bizonyithatéan nem lehet altalanos képletet felallitani. A logaritmikus, trigono-
metrikus és egyéb egyenletek megoldasa esetenként szintén problémat jelenthet.

Vil4dgos, hogy minden egyismeretlenes valos egyenlet a tagok bal oldalra rendezésével
felirhato

f(x) =0 (3.1)

alakban, ahol f : IR — IR valamilyen fliggvény. A tovabbiakban az ilyen alaku egyen-
letek megoldasaval foglalkozunk. Ezen feliras mellett az egyenlet megoldéasa egyben az f
fiiggvény zérushelye, vagy mas szdval gyodke.

A megoldando egyenletrdl sokszor belathato, hogy létezik gyoke. Ha f € Cla,bl, és
fla) - f(b) < 0 (azaz f az a és a b pontban ellentétes elgjeli), akkor Bolzano tétele
értelmében (a, b)-ben taldlhato legalabb egy olyan z* pont, ahol f(z*) = 0. Tovabba,
a gyokok szama pératlan, és ha f szigorian monoton, akkor egyetlen gyck van csak.
Ugyanakkor f(a) - f(b) > 0 esetén vagy nincs gyok, vagy paros szamui gyok van. Minde-
nesetre, ha létezik gyok, akkor kijelolhets egy [a, b] intervallum tgy, hogy csak egy gyok

legyen rajta.

3.1. A gyokok stabilitasa

Alkalmazasokban el6fordulhat, hogy (3.1) helyett az

flz)=0 (3.2)

41



42 3. FEJEZET. ALGEBRAI EGYENLETEK KOZELITO MEGOLDASA

egyenletet oldjuk meg, ahol az f fiiggvény nem egyezik pontosan meg az f fiiggvénnyel.
Vajon ez hogyan hat ki a gyokok értékére? Konnyen tudunk olyan példat adni, ahol méar

a gyokok szama is mas lesz! Pl. az
f(z) =¢€*—=0,01
fiiggvénynek létezik egyetlen gyoke, és az x* =1n0,01. Az
fa) =

fiiggvénynek azonban nincs egy gyoke sem!

Az
flx)=2>-22+1

fiiggvénynek egy kétszeres gyoke van: zf = x5 = 1. A hozza kozel 4ll6
f(z) =2 —22+1,01

fliggvénynek ugyanakkor nincs valos gyoke, r7, = 1+0, 1i. Megint egy kicsit valtoztatva

a bal oldali fiiggvényen, legyen most
f(z) =2* — 22+ 0,99,

ekkor két kiilonbozd valos gyokot kapunk.

Olyan példat is mutatunk, ahol a gyokok értéke jelentGsen megvaltozik. Cseréljiik ki

az el6z6 példaban x-et :c%—ra, ezzel az
f(x) — 5 — 275 + 1
fiiggvényt kapjuk, amelyre 27 = 25 = 1. Ugyanakkor a téle alig kiilénb6z6
flx) = x5 — 226 + 0,99

fiiggvényre mar x7 = 1, 771561 és x5 = 0,531441, ami jelentss eltérés.

Adjunk feltételt arra, hogy ha a (3.1) és (3.2) egyenletnek létezik egyetlen gydke, z*

és ¥, valamint f és f kozel van egymashoz, akkor x* és * eltérése kicsi. Azaz

f@*) =0; f(z*) =0, max|f(z) — f(x)] < e = |z* — &*| kicsi.
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Legyen f € Cla,b] N D(a,b), z*,7* € (a,b). Ekkor a Lagrange-kozépértéktétel!

értelmében létezik olyan 0 € (z*,2*) amelyre

F@) = f(@") + f(@0) (@ —2).

Ha f’' # 0 az (z*,#*) intervallumon, akkor f(z*) =0 és f(#*) = 0 miatt

e | £E)] |1 - f@ ‘
f'(9) f'(9) ming g | /|
3.1.1 Definici6é. Az )
M= ming, p) '] (3.3)

szamot a (3.1) egyenlet kondiciondltsdgi szamdnak nevezzik.

Igy tehat |i* —2*| < M -c. Ha a kondicionaltsagi szam nagy, akkor az egyenlet megoldéasa
érzékeny a bal oldali fiiggvény hibajara, és az egyenletet rosszul kondicionaltnak nevezziik.
A korabbi példankban, ahol f(r) = x5 — 22 + 1, a derivaltfiggvény f'(z) = 1(z75 —
x*%), igy
r[187ilr]1|f'| =0= M = +o0,

vagyis az egyenlet rosszul kondicionalt volt.

3.2. Konvergenciasebesség

A tovabbiakban olyan modszerekrol lesz sz6 a (3.1) feladat megoldasara, amelyek lényege,
hogy felépitiink egy, a gyokhoz konvergalo sorozatot (un. iterdcidos modszerek). Fontos
szempont lesz az, hogy a felépitett szamsorozat milyen gyorsan kozeliti meg a hatarértékét,
az egyenlet gyokét. Ezért mindenekel6tt arrél tanulunk, hogy hogyan lehet egy sorozat
konvergenciasebességét jellemezni.

Legyen (1) egy konvergens szamsorozat, amelyre lim x, = x*, és vezessiik be az ey :=
x—a* jelolést. (Fogalmaink tetszéleges normalt térbeli () sorozatra is értelmesek, ezért
mindenhol a norma jelet hasznéljuk, valos sorozat esetén ez természetesen az abszolut

értéket jelenti.)

3.2.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az xp — x* sorozat konvergenciarendje p > 1, ha

LA Lagrange-kozépértéktétel a kovetkezdképpen szol: Legyen f € Cla,b]ND(a,b). Ekkor létezik olyan
¥ € (a,b) pont, amelyben f érint§je parhuzamos az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokat Osszekots hurral. Ttt a
Lagrange-tételt az [z*, Z*] intervallumon alkalmaztuk, amelyen szintén teljesiilnek a tétel feltételei.
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létezik a
L Infe
m  ——
k—oo In Hek,lH

hatarérték, és az egyenld p-vel.

Ezen p rend a hiba 1épésrdl 1épésre torténd logaritmikus relativ csckkenésének a mértékét
fejezi ki. Minél nagyobb ez a p rend, annal jobban cstkken a hiba. Ha p = 1, akkor
lineéris, ha p = 2, akkor pedig kvadratikus konvergenciarél beszéliink. Kérdés: hogyan

lehet a konvergenciarendet meghatarozni?

3.2.2 Allitas. Ha az (x;) sorozatra és x* szamra teljesiil az
lexll = C - lles—|l  k=1,2,... (3.4)

feltétel valamilyen 0 < C' < C), < C < 1 konstansokkal, akkor (r;) monoton médon és
elsérendben tart x*-hoz.

Biz.: A monotonitas nyilvanval6 abbdl, hogy 0 < C} < 1 minden k-ra.

— —k = L
(3.4) = |lex]| = Ckllex—1]| < Cllex—1ll < ... < C7leg]|, és mivel C' < 1, ezért limy_,o0 ||k || =
0.

A (3.4) egyenl@ség logaritmusat véve
In||ex|| = InCk + In||ep—1 |-

Innen az In|lex_1|| < 0 tényezével osztva (feltéve, hogy k elég nagy ahhoz, hogy a hiba

mér kisebb legyen, mint 1),

In ||eg|] _ In Cy, (3.5)
In [[eg,—1 || In [[eg,—1|| '

A0 < C <C, <C <1 feltétel miatt InC < InCj, < 0 (igy InC}, korlatos), és a
konvergencia miatt ||ey_i|| — 0, azaz In|lex_1|| — —oo. Igy (3.5) jobb oldala k — oo

esetén 1-hez tart, azaz a konvergenciarend valoban p = 1.

3.2.3 Allitas. Ha
lexll = Ck - lex—1ll? k=1,2,..., (3.6)

aholp>1¢és0<C <Cp<C <400, és
C7 el < 1, (3.7)

akkor (xy) konvergens, és a sorozat konvergenciarendje p.
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Biz.: Legyen &, := C7 "e;,. Ekkor
1 _ 1
1€l = C" lex]] < O lexa ]l = [C7 lex-a[l]” = [|Ee—1]]"-

(3.6) =
k
1€kl < 1€l (3.8)
Mivel ||l = C? 'leo]| < 1, ezért (3.8) = lim||&|| = 0, azaz lim|les|| = 0, tehat
konvergens a sorozat. A konvergencia rendje:

In |lex]| = InCy + pln |lex_1]|

Infleg] G

Inflex—af]  Inlex1]

+p—p, ha k — oo.

3.2.4 Megjegyzés. A p-ed rendiség azt jelenti, hogy minden lépésben a pontossdg nagysdg-
rendje p-szeresre nivekszik. (Tehdt, ha p = 2, és egy kézelités hibdja 1073, akkor a

kovetkezd lépésben 107 a pontossdg, a rdkovetkezében 10712, stb.)

3.2.5 Megjegyzés. Az dllitasbol leolvashato, hogy p > 1 esetén a konvergencia csak
akkor kévetkezik (3.6)-bol, ha (3.7) igaz, azaz, kellden kézel vdlasztjuk a kezdeti kozelitést.
(Elsérendi (p = 1) esetben nincs ilyen feltétel, viszont ott feltettiik, hogy C < 1.)

A kovetkezGkben néhany konkrét iteracios modszert ismertetiink algebrai egyenletek

megoldasara.

3.3. Intervallumfelezés

Legyen f folytonos az [a,b] intervallumon, és tegyiik fel, hogy f(a) - f(b) < 0. Ekkor
Bolzano tétele értelmében (a, b)-ben talalhato legalabb egy olyan 2* pont, ahol f(z*) = 0.

Felezziikk meg az [a,b] intervallumot. Ha f értéke a felez6pontban nulla, akkor f
valamelyik gyokét mar meg is talaltuk. Ha nem nulla, akkor valasszuk ki a két rész-
intervallum koziil azt, amelyiknek a végpontjaiban az f elGjele ellentétes, és az eljarast
ismételjiik meg erre a részintervallumra, és igy tovabb. A megtartott intervallumok met-

szete egyetlen szamot tartalmaz, és ez az f fliggvény valamelyik gyoke (lasd a 3.1. abrat).

Az eljaréas vagy véges sok lépésben befejezédik (amikor valamelyik felez6pontban az f

értéke pontosan zérus), vagy elég sok 1épés utan tetszélegesen kis intervallumba szoritjuk
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250
200 b
y =f(x)
= \ |
> 100 |
501 R
a= XO x2
0
// X4 X3 b= Xl
-50 I I I I
0 1 2 3 4 5 6
X

3.1. 4bra. Intervallumfelezés.

f valamelyik gyokét. A k-adik 1épésben nyert intervallum hossza

b—a
2k 7
igy a részintervallum barmelyik végpontja adott € > 0 hibakorlatnal pontosabban fogja

kozeliteni f [a, b]-beli egyik gyokét, ha

b—a
ok

<&,

vagyis ha k > k*, ahol
In b=¢

In2

A hiba fels6 becsléseinek sorozata elsérendben konvergens, ugyanis

*_

lew| < éx:=27%(b—a)

ler—1| < ér1 =2"% "D (b—a)

Iné, = —kln2+1In(b—a)
né,1 —(k—1)In2+In(b—a)

— 1 (k — o0).
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3.4. Egyszeri iteracid

Ez a modszer a fixpont-tételen alapul. Ehhez a megoldand6 f(z) = 0 egyenletet elészor

¢(x) = z alakra hozzuk. Ekkor a megoldas ¢ fixpontja.

Ervényes a fixpont-tétel kovetkezs valtozata:

3.4.1 Tétel. Legyen H C R zdrt halmaz, és ¢ : H — H kontrakcio (azaz létezik olyan
q €[0,1) szam, amely mellett |o(x) — p(y)| < qlx —y| Yo,y € H). Ekkor

o [élezik egyetlen x* fixpontja p-nek;

o 1y € H tetszileges esetén az

Ty = p(zg), E=0,1,...

rekurzioval definidlt sorozat konvergens és x — x*, tovabba

e a k-edik lépésben kapott érték hibdjdra igaz:

k

2, — 27| < |z — x0].

Vegyiik észre, hogy ¢ : H — H, tehat feltettiik, hogy ¢ beleképez H-ba.
Mindenekel6tt tudunk kell, hogyan dénthets el egy fliggvényrdl, hogy kontrakcio-e. A

kontrakci6 zsugoritast jelent, a definiciéja durvan azt fejezi ki, hogy barmely két pontot
valasztva a H C D(y) halmazbol, a képpontok kozelebb vannak egymdashoz mint az

alappontok. Tekintsiik pl. az p(z) = 3z fiiggvényt! Kontrakcié-e R-en?

1 1

1
lp(x) — p(y)| = ‘593— §y‘ = §Iw—y| Vz,y € R.

Az utolsé egyenldségjel helyett < is irhatd. Tehat kontrakcio ¢ = % mellett. Ugyanakkor
a p(x) = 22 fiiggvény a H = [1,2] halmazon nem kontrakci6, ugyanis legyen pl. = = 2,
y = 1. Ekkor

[p(x) —e(y)| =3 <q-[2—1]

semmilyen ¢ € [0, 1) esetén nem &ll fenn.
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kontrakcio .
nem kontrakcio

-

/

Vajon adhatunk-e altalanos modszert a kontrakcié eldontésére? A kontrakcid jelentése
alapjan sejthetjiik, hogy amennyiben differencidlhato a fiiggvény, akkor a meredeksége
szamithat. Az %:p fiiggvény grafikonja elég lapos, az x2-é viszont til meredek a kérdéses

szakaszon. A valasztovonal a meredekség 1-es értékénél huzodik.

3.4.2 Tétel. Teqgyiik fel, hogy ¢ folytonos az I intervallumon, differencidlhato I belsd
pontjaiban, és létezik q € [0, 1), amelyre |¢'(x)| < q I belsd pontjaiban. Ekkor ¢ kontrakcio

I-n q kontrakcioszammoal.

Biz.: Tetsz6leges x,y € I (x < y) esetén alkalmazzuk a Lagrange-kozépértéktételt:

3¢ € (z,y): W = ¢'(9).

Atrendezve és abszolut értéket véve

lp(x) — W) = 1" (] |lr —yl < q- |z —yl.

Z] intervallumon? ¢ =?

Pl. a ¢(z) = 1 cosz fiiggvény kontrakcio-e az [0, 3

2

1 T
< — —1.
x_2V9c€[0,2]

gy g = 5 mellett ¢ kontrakei6 a [0, ] intervallumon.

3.4.3 Megjegyzés. Nyilvinvaldan, ha I = [a,b] (zdrt), és p € C'a,b] (¢ folytonos
la,b]-n), akkor a kontrakcichoz elegendd, hogy |¢'(x)| < 1 legyen minden x € [a, b] pontban,
hiszen ekkor létezik maxycp ) |o(2)] =1 ¢ < 1.)
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A kovetkezSkben az egyszert iteracié konvergenciarendjét tanulmanyozzuk. Mint latni

fogjuk, a konvergencia altalaban elsérendqi.

3.4.4 Allitas. Tegyiik fel, hogy ¢ : [a,b] — [a,b], v € C'a,b], |¢'(x)] < 1 Vo € [a,b],
tovabbd (x*) # 0. Ekkor az egyszert iteracid elsérendben konvergens tetszdleges xy €
[a, b] kezddértékbdl inditva.

Biz.: A feltételek teljesiilése esetén ¢ kontrakcio valamely ¢ € [0, 1) kontrakcidszammal,
igy a fixponttétel értelmében az iteracioé konvergens, és elég az els6rendet belatnunk.

A Lagrange-kozépértéktétel értelmében 319, az xj és x* kozott, amelyre

o) — (") = @' () (2 — 27).

A bal oldalon p(zy) = xpy1 és p(x*) = z*, igy

zh1 — 27| = [ (00)] - |k — 7).
Tehat a ¢, == |/ (9| jeloléssel az
’6k+1’ = Ck\ek\, k= 0, 1, ce

Osszefiiggésre jutottunk. A 3.2.2 allitas szerint itt még belatando, hogy Cj kozrefoghato
egy C > 0 és C < 1 konstanssal. Nyilvan C fels§ korlatnak valaszthaté a ¢ kon-
trakcioszam. A pozitiv alsé korlat megléte pedig az alabbi médon igazolhato: Miv-
el az x — |¢'(z)| fiiggvény folytonos [a,b]-n, és ¢'(z*) # 0, igy az x* korili valamely
J = [2* =4, 2" + ] intervallumra |¢'(x)| > 0 Va € J. Tovabba, zx — x* miatt elég nagy k
indekre zy, € J, igy Uy € J. Ezért pozitiv alsé becslésnek véalaszthato a C := min,c; [¢'(2)|
konstans. Kérdés, mi térténik, ha az x* pontban a ¢ kontrakcié nullat vesz fel. Ekkor,

ha elég sima ez a fiiggvény, magasabb rend is elérhets a kdvetkezs tétel szerint.

3.4.5 Allitas. Legyen ¢ € CP[a,b] (ahol p > 2) egy [a,b]-be képezd kontrakcid. Ha az x*
fixpontban
Pla) =...= P V(") =0 é oV (") # 0,

akkor a fixpont-iterdcid p-ed rendben konvergens tetszdleges xq € [a,b] pontbdl inditva.

Biz.: A konvergencia ténye kovetkezik a fixponttételbdl, igy csak a p-ed rendet kell iga-
zolni. Fejtsiik Taylor-sorba (-t x* koriil:

(p)
o) = o) + @p_@)( ey
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(@ (9
A bal oldalon ¢(zg) = w1, igy a Cf = |%| megvalasztassal

’xk+1 - $*| = Ck’% - 95*|p7

azaz

|€k+1| = Ck|6k’pa

Mivel ¢ € CPla, b], és igy ©® folytonos [a, b]-n, tovabba ¢ az x* pontban nem nulla, igy
r* egy kérnyezetében |p®)| pozitiv. Ezért a fenti O} szorzé elég nagy k-ra beszorithato
valamely C és C pozitiv konstansok kozé. Ezzel belattuk, hogy a konvergencia rendje p.

Vagyis a rendet az hatarozza meg, hogy ¢-nek hanyadik az els6 olyan derivaltja, amely

mar nem nulla az x* pontban.

3.5. Newton-modszer (érint6modszer)

Az el6z6 modszer alkalmazasiahoz az * gyokhelyet elGszor be kellett szoritanunk egy inter-
vallumba. Newton modszerénél elég egyetlen elegendGen pontos xy kozelitést ismerniink.
Az f fiiggvénynek azonban derivalhaténak kell lennie, s6t, mint latni fogjuk, a moédszer
konvergencidjanak bizonyitasahoz a méasodik derivalt 1étezését is feltessziik.

A modszer geometriailag a kovetkezSképpen interpretélhatd. Huzzuk meg az f fiigg-
vény xo-beli érintGjét, és jelolje x1 az érinté x tengellyel alkotott metszéspontjat. Az xq
pontban megint behtuzzuk f érint§jét, és annak z-tengellyel alkotott metszéspontja lesz
X9, és igy tovabb. Az eljaras folytatasaval egy xg, x1, zo, ... sorozatot nyeriink, lasd a 3.2.

abrat. Irjuk fel a modszer formulajat! Az f fiiggvény x,-pontbeli érintéjének egyenlete

y = f'(xe)(@ — 2p) + f(2r), (3.9)
amelybdl y = 0 helyettesitéssel kapjuk a Newton-modszer formuléjat:

f(xx)

Lk4+1 = Tk — f’(lfk).

(3.10)

Vizsgéaljuk meg a modszer konvergenciajat! Tegyiik fel, hogy az x* megoldast és az (xy)
sorozatot tartalmazé valamely [ intervallumban f kétszer folytonosan differencialhato,
tovabba léteznek olyan mq, My, my és M, pozitiv konstansok, amelyekkel 0 < m; <
|f'(x)] < My < 00és0 < myg < |f'(x)] < My < oo minden x € I pontban. A Taylor-
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300

250 b

200+ y = f(x) b

150 bl

100 bl

50 bl

3.2. 4bra. A Newton-modszer.

formula értelmében van olyan 1, pont az x; és az x* kozott, amelyre

f//<19k)

5 (% — 21)?%, (3.11)

0= f(z") = flax) + f'(zr)(@" — 2) +

Innen, mivel f’ sehol sem nulla, az

flow) S Ok) 2
— =x — T+ r —x
EY I TIEN R
Osszefiiggés adodik. A modszer (3.10) képletét felhasznalva
. _ S0 2
Tpy — = 2F (1) (xp — x™)°. (3.12)

I allandoval és p = 2 értékkel fennall, tehat

Igy a (3.6) egyenléség O = |

_ M,
C.=—
2m1

megvalasztassal az erre vonatkozo allitas alkalmazhato, vagyis ha az ey = xg — x* kezdeti
hibéara
—le(]’ <1

1

teljestil, akkor az iteraci6 masodrendben konvergens.
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3.5.1 Megjegyzés. Kérdés, hogy mikor garantdlhato, hogy az egész (xy) sorozat benne
van abban az I intervallumban, amelyen f-re teljesilnek az eldirt tulajdonsdgok. Beldthato,
hogy ha f kétszer folytonosan differencidlhato a gyokot tartalmazo valamely I interval-
lumban, akkor f megfeleld alaki tulajdonsdga (szigori monotonitds és dllandd konvexitds)
esetén a sorozat monoton modon konvergdl a gyokhéz, ha a kezddpontot a gyok megfeleld
oldaldn vessziik fel az I intervallumban (ldsd a kékkel jelolt pontot az aldbbi dbrdkon).

Hlyenkor tehdt az (xy) sorozat minden eleme a kezddpont és a gyok kiozé fog esni.

f konkav, szig. mon. né  f konkav, szig. mon. f konvex, szig. mon. né f konvex, szig. mon.

csokk. &
- . o > x* csokk.
Xo > X Xo < X*

(Xk) = x* mon. néve (Xk) - x* mon. csokkenve (xk) = x* mon. csokkenve (xk) = x* mon. néve

3.5.1. Nemlinearis algebrai egyenletrendszerek megoldasa

Eddig egyismeretlenes valos egyenletek megoldaséaval foglalkoztunk. Nézziik meg most a

rendszereket! Ekkor az alapfeladat

[(x) =0,

ahol az [ figgvény R™ — R™ tipusi, és feltessziik, hogy kelléen sima. Ha ez az f
fliggvény linearis, akkor ez egy lineéris algebrai egyenletrendszer (az ilyenek megoldéséval
mar részletesen foglalkoztunk), egyébként nemlinearis. Itt két modszert ismertetiink a

feladat megoldasara.
1. Egyszerii iteracié. Altalaban ezt hasznaljak. Lényege, hogy az f(z) = 0 egyen-

letet F'(z) = x alakra hozzuk, és elinditjuk a fixponttétel szerinti

L1 = F(zy)

iteraciot. Sajnos nem mindig konnyd megvizsgéalni, hogy F-re teljesiilnek-e a fix-
ponttétel feltételei, de ha a fenti iteracidval elGallitott sorozat konvergéal egy z*

vektorhoz, akkor z* = F(2*) miatt f(z*) = 0 is teljesiil (mivel F folytonos).
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2. Newton-modszer. Idézziik fel a modszer képletét a skalaris esetben:

f(xx)

Trt1 = Tk — f/(l'k)

T s

Ty =z — (J(zg) ! - flay)

iterdcio, ahol J az f fiiggvény Jacobi-métrixa (deriviltmatrixa). Ez a modszer
megfelels feltételek esetén masodrendben konvergens, am viszonylag koltséges. A
szamitasigény csokkenthetd, ha minden egyes iteréacios lépésben a J(x,) marixszal

szamolunk, bar ez csak elsérendi konvergenciat biztosit.
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4. fejezet

Interpolaciés feladatok

A gyakorlatban stirtn eléfordul, hogy egy folytonos fiiggvényt nem ismeriink a teljes
értelmezési tartomanyan, csak néhény xg,zq,...,x, alappontban felvett fo, fi,..., fa
értékét tudjuk. Ez a helyzet példaul akkor, ha az adatok diszkrét pontokban végzett
mérésekbdl szarmaznak. A matematikai analizis modszereit ezekre a diszkrét pontok-
ban adott fiiggvényekre kozvetleniil nem tudjuk alkalmazni. Ezért a pontokra elGszor is
folytonos fiiggvényt illesztiink. Az illesztésre leggyakrabban polinomokat hasznalunk,
ezek ugyanis a legkdonnyebben kezelhet§ és a legkedvez&bb analitikus tulajdonsagokat

kovetd fiiggvények. Elényeik:

e A legfeljebb n-ed foku polinomok halmaza (P,) zart az Osszeadasra és a skalarral

valo szorzasra (vektortér).

A polinomokat kénnyt derivélni ill. integréalni.

Helyettesitési értékeik egyszertien kiszamithatok (Horner-szabaly).

Gyokeik jol meghatarozhatok.

Weierstrass tétele értelmében folytonos fiiggvények jol kozelithetSk polinomokkal.

4.1. Az interpolacios polinom

Tegyiik fel, hogy az f : R — R fiiggvényt csak az xg,z1,...,x, pontokban ismerjik.
Jelolje fr az f(xy) fliggvényértéket, k = 0,1,...,n. Olyan p polinomot keresiink, amely-
nek fokszama legfeljebb n, és teljesiil, hogy p(xx) = fx, K =0,1,...,n. Az x; pontokat
interpolacios alappontoknak, az f; értékeket interpolalt értékeknek, p-t pedig inter-
polacids polinomnak nevezziik. Az interpolacids polinom létezését és egyértelmiiségét

biztositja az alabbi tétel.

95



56 4. FEJEZET. INTERPOLACIOS FELADATOK

4.1.1 Tétel. Pontosan egy olyan polinom létezik, amelynek fokszama legfeljebb n, és az

n + 1 kilonbozd pontban az fy értékeket veszi fel.

Biz.: a) El6szor a létezést bizonyitjuk a képlet bemutataséaval.
Keressiink elGszor olyan legfeljebb n-ed fokd polinomot, amely az x,, alappontban 1-et, a

tobbi alappontban pedig nullat vesz fel. Jeldlje ezt [,,.

1, k=m
lm(xk):{ 0, k#m

Mivel az g, 1, ..., Tm_1, Tm+1, - - - , T, pontokban el kell tiinnie, tartalmaznia kell az x —

zy (k # m) gyoktényezdket. Ez azt jelenti, hogy a keresett polinom

In(2) = cpy H (x — x)
k=0
k#m
alaki, ahol ¢, alland6. Ezt az allandot az [, (x,,) = 1 feltételbsl hatarozhatjuk meg:

1

Cy = n

H (T — k)

k=0
k#m

Igy az
- r — Tk
ln(x) = _—
(@) =1] p—
k=0
k#m
alakhoz jutunk. Vegyiik észre, hogy ha mindegyik alapponthoz felirjuk a megfelels [,
figgvényt (m = 0,1,...,n), akkor ezekbdl linearis kombinacioval Osszerakhatunk egy
olyan p € P, polinomot, amely mindegyik pontban az el6irt interpolalt értéket veszi fel,

nevezetesen a kovetkez8 modon:
p(x) == () fim-
m=0

Lassuk is be, hogy p az x;, pontokban az f; értékeket veszi fel: az xp-t behelyettesitve
p(z) képletébe

plee) = 3 luli) o
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Ebben az 6sszegben csak az m = k indexd tag nem nulla, és az éppen fi-val egyenld.
Tehat

plzr) = fr, k=0,1,...,n.

b) Az egyértelmiiséget indirekt modon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy két polinom is ren-

delkezik a kivant tulajdonsagokkal, azaz
plzr) = fr és q(xg) = fo, k=0,1,...,n.
Jelolje d a p — q kiilonbséget. Ekkor
d(xg) =plzg) —qlzg) = fo — fr =0, k=0,1,...,n.

Igy d egy n-nél nem magasabb fokszamu polinom, amelynek n + 1 kiilénb6z6 zérushelye

van. Ez csak tgy lehetséges, ha d azonosan nulla, azaz p = q.

Az 1, polinomokat Lagrange-féle interpolaciés alappolinomoknak, p-t pedig inter-
polacidés polinomnak nevezziik. A p polinom fenti, az alappolinomokkal felirt alakjat

az interpolaciés polinom Lagrange-féle alakjanak hivjuk.

Mlusztracioként az abran megtekinthetiink egy hat alappontra illeszkedd interpolacios

polinomot.
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4.1. dbra. Hat alappontra illeszkedd interpolacios polinom.

4.1.1. Newton-féle alak

A Lagrange-féle alak az [, alappolinomok linearis kombinaciojaval adja meg az inter-
polaciés polinomot. Ezek eggyel alacsonyabb fokszamiiak, mint az alappontok széma, és
mindegyik fiigg az Osszes alapponttél. Mi torténik, ha felvesziink egy tjabb alappontot,
és keressiik az ilyen médon eggyel tobb pontra illeszkedd polinomot? Ekkor eggyel tobb
eggyel magasabb fokszamu alappolinomot kell felirnunk, és ehhez a korébbi, a kevesebb
alappontra kapott eredményeink nem hasznalhatok, a szamitésokat elslrél kell kezdentink.
Kérdés: hogyan kaphatunk olyan formulat, amelynek segitségével az n+1 pontra illesztett
polinom kozvetleniil szamolhat6 az els6 n pontra illesztett interpolacios polinomboél?
Legyenek adva az (xy, fx), k = 0,1,...,n pontok, és jelolje N; € P; az els§ j darab

pontra illesztett interpolaciés polinomot, azaz legyen
N](ZL‘k) :fk, k:O,l,,]

Tekintsiik az

Nj(w) = Nj1(z) = 1;(2)

kiilonbségfiiggvényt. Nyilvanvaloan, r; € P;, és rj(z) =0, k=0,1,...,7 — 1. Igy r; egy

olyan legfeljebb j-ed foku polinom, amelynek gyokei xg, x1,...,2;_1, azaz
rj(z) = Nj(z) — Nj—i(z) = bj(z — zo)(x — 21) - -+ (v — xj—1) = bjw;(2), j=1,...,n

ahol b; valamilyen allando, és w; az xg, 1, x;—1 alappontokhoz tartozé in. alappontpoli-

nom. Ezzel felirhatjuk az

N](x) = Nj_1<$) + bjw]'(.%'), j = 0, 1, o,
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rekurziot az {N;(z)} polinomok kiszamitasara. Adjuk meg a kezdd Ny(z) fliggvényt!
A definicié alapjan Nyo(z) = fo (konstans fliggvény). Az alappontpolinom j = 0-ra
egyelére nem értelmes, de ezt célszerd wo(x) := 1 modon definidlni, mert ekkor by = f
megvalasztassal Ny felirhato

No(z) = bowo ()

alakban, a tovabbi N; fiiggvények pedig:

Nl(ZE) = N()(JZ) + blwl(m) = bo&)o(ﬂ?) + bowl(l')

No@) = 3 byy(a) (4.1

Kérdés: hogyan hatarozzuk meg a b; egyiitthatokat?
Mivel Nj(x) az els6 j pontra illesztett interpolaciés polinom, azt fel tudjuk irni a
Lagrange-féle alakban:
J
H T — Tk
k=0 Ty — Tk
k#m

Nj(x) = me

Az 27 egyiitthat6inak a két oldalon meg kell egyezniiik. Ez az egyiitthato a bal oldalon
b;, a jobb oldalon pedig

Sl 11
Jm
m=0 jmo Tm T Tk
k#m
Igy tehat
by = 1 (4.2)
j j 1
bi = > fm Ha: — . ji=1,...,n (4.3)
AV

4.1.2 Definicié. A (4.2), (4.3) egyiitthatokkal felirt (4.1) alaki N, € P, polinomot

Newton-féle interpoldcids polinomnak nevezziik.

4.1.3 Megjegyzés. Mivel az interpoldcidos polinom egyértelmi, pontosabb az interpold-
ci0s polinom Newton-féle alakja elnevezés.

Nézziik meg, hogy speciélis n esetén mit jelent (4.1), és igy N, (x)!

1.) n =1 eset:
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1 1
1 1 1 _
b1:me H :fO +f1 :fl fO
m=0 k=0 Lm — Tk To — T1 1 — o 1 — X
k;zm
1 — X
2.) n =2 eset:
2 2 1
i r;)f ,Eo LTm — Tk /o (zo — 1)(T0 — 72) 1(513'1 — x0) (21 — x2) 2(1‘2 — o) (T2 — 1)
k#m

1 (f2_f1_fl_f0)

To — To \To — T1 T1 — Zo
Az egyiitthatokra kapott kifejezések attekinthetébbé valnak a kévetkezd fogalom bevezetésév-

el.

4.1.4 Definicié. (Osztott differencidk)

Nulladrendi osztott differencidknak nevezziik az

flzi] = f(zi)

fuigguényértékeket.

Elsdrendi osztott differencidknak nevezziik az

flziva] — flzi

Tit1 — T4

flzi, viga] =

hdnyadosokat.

Tovdbbmenve, ha k € INT, akkor a k-adrendi osztott differencidkat az

f[xi; Litly - - - 7Ii+k] = f[xHh — ’xi%] — f[x“ — ’ka_l]
Titk — Ty
rekurziv képlettel definidljuk.
Azt sikeriilt tehat belatnunk, hogy
by = flwol; (4.4)
bi = flzo,21; (4.5)

b? = f[x(),.fﬁl,.TQ] (46)
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4.1.5 Allitas. Altaldban is: b; = flxo, 71, ..., 2;]

A bizonyitast itt nem részletezziik, teljes indukcioval elvégezhetd.
A gyakorlatban a Newton-féle alak felirasahoz érdemes tn. differenciatéablazatot késziteni.
Irjuk fel egymas ala az alappontokat, és mindegyik mellé a hozza tartozo nulladrendd os-

ztott differenciat, majd a tovabbi osztott differencidkat a 4.1 szerinti elrendezésben.

zo  flzo]
f[*rO’ Il]
vy fla] flwo, x1, 2]
f[$1,9€2] f[$07$1,$2,903
zy  flzo] flw1, w2, 23]
f[$2, $3]
r3  flos]

4.1. tablazat. A differenciatablazat négy alappont esetén.

A kovetkezd tétel az interpolacios polinomot az osztott differencidkkal fejezi ki.

4.1.6 Tétel. (Az interpoldcids polinom Newton-féle alakja)

A p interpoldcios polinom elddll a

p(x) = flxo] + flzo, x1] - (x — o) + flwo, z1,22) - (x — x0)(x — 1) + ...
et flroy . xn] - (2 —x0) - (@ — Tpq) (4.7)

alakban.

Az interpolécios polinom felirasdhoz tehat a differenciatablazatban aldhtzott elemek kel-
lenek. Lathato, hogy egy tjabb alappont hozzavételekor csak egy 4j tagot kell hozzaadni
a korabbi alakhoz, és ez a tag a méar elkészitett differenciatablazat kibGvitésével konnyen

kiszamithato.

Feladatok. 1. Irjuk fel az interpolacios polinom Newton-féle alakjat, ha o = —1, 1 = 0, 25 = 1,
r3=2,6s fo=1, fi=-1 fo=-1, f3=1

Megoldds: Készitsiik el a differenciatablazatot:

Ebbél p(z) =1+ (=2)(z + 1) + 1(z + 1)z.

2. Vegyiink fel egy tjabb alappontot: x4 = 3, fy = 2, és irjuk fel az 0j p(x)-et!

Megoldds: A kibsvitett differenciatéblazat alapjan p(z) = 14 (=2)(z+ 1)+ 1(z+ 1)z +0+ + (z + 1)z(z —
1)(x —2).
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_1l
—2
0 -1 1
0o 0
1 -1 1
2
2 1
-1 1
—2
0 -1 1
0 0
1 -1 1 é
2121_%
2
1
3 2

4.1.2. Az interpolaciés polinom hibaja

Az interpoléciés polinom alkalmazasa folytonos fliggvény kozelitésénél is szoba johet.
Tegyiik fel, hogy az f : I — IR folytonos fiiggvényt szeretnénk polinommal kdzeliteni.
Vegytink fel alappontokat I-n, és az (x;, f(x;)) pontokra illessziink interpolacios poli-
nomot. Kérdés: mennyire jol kozeliti a kapott p fliggvény az f-et? Ha f kellen sima,
akkor tudunk képletet adni a hibara:

4.1.7 Tétel. Legyen f : I — IR n + 1-szer folytonosan differencidlhato fligguény, p az a
legfeljebb n-edfoki polinom, amely az I intervallum n + 1 kilonbézé xy. (kK =0,1,...,n)
pontjaban interpoldlja f-et, és x € I tetszdleges pont. Ekkor az x-et és az 0sszes xy, pontot

tartalmazo legszikebb intervallum tartalmaz a belsejében eqy olyan & pontot, amelyre

@) = pla) = @) (4.5)
ahol
Wpi1() = (x —zo)(x — 1) -+ (& — ) (4.9)

a korabbiakban mdr bevezetett alappontpolinom.
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Biz.:

X1 X Xz X3

e r = xp-ra nyilvanval6 az allitas, hiszen ekkor (4.8) mindkét oldala tetszéleges &-re

nulla.
Tegyiik fel, hogy x # x;, minden k-ra. Tekintsiik a
g(t) = f(2) = plt) — cwnnr(t) (4.10)
segédfiiggvényt, ahol c egyeldre tetszbleges alland6. Nyilvan
gx)=fr —fr—0=0, k=0,1,...,n.

Valasszuk meg c-t gy, hogy a ¢ fiiggvény t = z esetén is tiinjon el, azaz f(x) —

p(z) — cwpy1(z) = 0 legyen. Ebbdl

@) )
Whn+1 (x)
Ezen c-vel g-nek legalabb n + 2 gyoke lesz: xg,x1,...,z, és x, és valamennyi az

I intervallumra esik. Rolle tétele szerint ¢’-nek legalabb n + 1 gydke van, ¢g”-nek
legalabb n és igy tovabb, a ¢"*Y-nek legalabb egy. Ezek abban a legsztikebb inter-
vallumban vannak, amely tartalmazza az g, x,...,x, és x pontokat. Legyen £ a

g™V fiiggvény egy ilyen gycke. A (4.10) egyenlSséget n + 1-szer derivilva

gt = fUE() — e(n + 1)
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A t = £ helyettesitéssel
FrD(€) = e(n +1)!

Figyelembe véve ¢ megvalasztasat, éppen a (4.8) egyenldséget kapjuk.

Alkalmazzuk a tételt n = O-ra (egy darab alappont)! Ekkor p nulladfoka polinom, azaz

konstans fiiggvény, értéke minden pontban f(zg). Ekkor a (4.8) egyenlség speciélisan

f(x) — f(zo) = (x — 20) f'(£), ahol & x és xy kozott,

és ez az analizisbdl ismert Lagrange-kozépértéktétel.
Tekintsiik most az n = 1 esetet (két alappont). Ekkor linearis interpolaciorol beszéliink.
A (4.8) egyenlgség:

(x — zo)(x — 29)

fl) = pl) = LI e

4.2. Hermite-interpolaci6

Eddig az xg, z1, ..., x, alappontokban csak az fy, f1,..., f, fliggvényértékek voltak el&ir-
va az interpolacié soran. Most foglalkozzunk azzal az altalanosabb esettel, amikor az
alappontokban bizonyos rendig bezarolag a derivaltakat is el6irjuk.

Tegyiik fel, hogy az z; pontban az my-adikig bezardlag irjuk el§ a derivaltakat, vagyis
adott f,go), f,gl), - f,gm’“) (mg + 1 darab szam) az Osszes zx, k = 0,1,...,n ponthoz. Ez
osszesen N = n+14+mg+m+...+m, darab feltételt jelent. Varhato, hogy N —1-edfoku

polinom egyértelmtien illeszthet§ a pontokra. Valoban igaz a kévetkezd

4.2.1 Allitas. Létezik egyetlen H € Py_y : H(z;,) = f,gi), k=0,1,...,n,i=0,1...,my.

A H polinomot Hermite-féle interpolacios polinomnak nevezziik. Ennek specialis
esete, amikor mindegyik alappontban a fiiggvényérték és az elsé derivalt van elGirva,
ekkor Hermite—Fejér-interpolaciorol beszéliink, és a polinom fokszama N — 1 = 2n + 1.

Az Hermite-féle interpolaciés polinom felirdsa torténhet
1. a hatarozatlan egyiitthatok modszerével;
2. differenciatablézattal.

Az utobbit gy készitjiik el, hogy mindegyik ) alappontot m;, + 1-szer vesziink fel az els6

oszlopban, melléjiik f,go)—t irjuk, tovabbé az i-ed rendd osztott differencidk oszlopédban

azonos alappontok esetén (azaz ha nullaval osztanank) az w értéket irjuk be.
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4.3. Spline-interpolaci6

Az eddigiekben az interpolacios alappontokra egyetlen polinomot illesztettiink. A 4.1
abran lathato ennek a megkdzelitésnek a f6 hatranya. Az alappontok kozott — az abran
bemutatott Lagrange-féle interpolécié polinom esetén ez kiilénosen az els6 és az utolsod
részintervallumon szembeting — a fliggvény tulsagosan ingadozik. Minél nagyobb foksza-
mu az interpolaciés polinom (azaz minél tobb alappont van), altalaban annél nagyobbak
az illesztett gorbe ingadozasai. Ennek oka az, hogy egy n-edfokt polinom derivéltja (n—1)-
edfoki polinom, amelynek akar n—1 zérushelye is lehet. Ahol pedig a derivalt nulla, ott az
interpolaciés polinomnak igen gyakran lokalis szélsGértéke van, ami kacskaringds grafikont
eredményez. Konnyen el6fordul, hogy egy adott szakaszon monoton névs vagy csokkend
fiiggvényértékek esetén az interpolacios polinom mar nem monoton. Mindezen hidnyossa-
gokat kikiiszobolhetjiik szakaszonként polinomiélis interpolécioval: az egyes alappontok
kozott méas-mas (rendszerint alacsony fokszamu) polinomot alkalmazunk. Ezt nevezziik
spline-interpolacionak.

A spline-interpolacio legegyszertibb esete a szakaszonként linearis interpolacioé, amikor

a szomszédos pontokat egyenes szakaszokkal kotjiik ossze.

Ekkor az [xy_1, x| intervallumon az

T — Tk i T — Tk—1

Sk(ﬂﬁ) = fr—1-

— k
Tp—1 — Tk LT — Th—1

fliggvényt irhatjuk fel, és a teljes interpolécios fliggvény:
s1(x), ha x € [xg, x1]
so(z), ha x € [z, z9]

s(z) =

sn(x), ha x € [z, 1, 2,]
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Ez folytonos, hiszen sy(xy) = skr1(ax) = fr, k = 1,2,...,n. Hibaja — az interpolacios

polinom hibaja alapjan — f € C?(I) fiiggvényre

ahol My > |f"(x)| Vo € I, és h = maxy, |z, — Tp—1].
Ekkor monoton f; értékek esetén az s(z) fliggvény is monoton, de hatrany, hogy s
nem lesz differencialhaté az [z, 2, intervalumon. Ez orvosolhato, ha kvadratikus spline-

interpolaciot alkalmazunk, pl. a kovetkezé modon:

1) Valasszuk meg az s'(xg) értéket, jelolje ezt dj.
2) Alkalmazzunk Hermite-interpolaciot az [xg, x| szakaszon, vagyis keressiik meg azt az

s1 € P, polinomot, amelyre

s1(zo) = fo,
s1(zo) = do,
Sl(xl) = f1

3) Az [z, x5] szakaszon — ismét Hermite-interpolaciot végezve — meghatéarozzuk azt az

s9 € Py polinomot, amelyre

32(1’1) = f1,
sy(@1) = s1(21),
82($2) = fa

Es igy tovabb, a teljes s fiiggvény szakaszonként P-beli, és a derivaltja folytonos az egész
[z0, x,] intervallumon.
Még magasabb fokszamu polinomokat is illeszthetiink, pl. legfeljebb harmadfoki poli-

nomok esetén kobos spline-t kapunk. ..

4.4. Trigonometrikus interpolaci6

Ha a diszkrét pontokban ismert értékek egy periodikus fiiggvényhez tartoznak, akkor a
pontokra érdemes lehet trigonometrikus polinomot illeszteni. Ezt nevezziik trigonometrikus
interpolacionak.

Tegyiik fel, hogy f egy 27 szerint periodikus fiiggvény, amelynek értékeit az

T = 2, k=0,1,...,n

n+1
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pontokban ismerjiik. Keressiik azt a

m

tm(x) = ag + Z(aj cos(jx) + bjsin(jz))

alakt trigonomtrikus polinomot, amelyre
tm($k> = fk, k= 0,1,...,77,

Az ap,aj,b;, j = 1,2,...,m szamokat az f fiiggvény diszkrét Fourier-egyiitthatoinak
nevezziik. Ekkor 6sszesen n 4 1 darab egyenletiink van 2m + 1 darab diszkrét Fourier-
egylitthatora. Ezért ha n paros, akkor azt varjuk, hogy m = n/2, ha pedig n paratlan,
akkor m = "T“ foku trigonometrikus polinomra lesz sziikségiink az illesztéshez. Az el6bbi
esetben ugyanannyi egyenlet lesz, ahany ismeretlen, az utobbi esetben pedig 2m+1 = n+2
darab egyiitthatora lesz n 4+ 1 darab egyenlet, igy a rendszer alulhatarozott. Ilyenkor

viszont
n+1 k

n+1

by, sin(may,) = by, sin ( 27T> = by, sin(wk) = 0,

igy by, értéke nem befolyésolja az interpolaciot, b, valaszthaté nullanak. Ekkor kiegyen-

stlyozott trigonometrikus polinomroél beszéliink.

[gazolhatd, hogy mindkét esetben valoban megvalosithato az interpolacio, az illesztett

trigonometrikus polinom egyértelm, és a diszkrét Fourier-egyiitthatok a kovetkezsk lesznek:

1. Ha n paros:

1 n
ag = ,
0 n+1kz:%fk

2

;= ) ) =1,2,...
a; n+1§fkcos(]xk>7 J ) 4y , M

2 n
b = > fesin(izy), j=1,2,....m
k=0

T n+1

2. Ha n paratlan:

1
aozn+12fk

2
T n+41

> fecos(ju), j=1,2,...,m~1
k=0
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1 n
Im = 7 kzzofk cos(may,)
2 . . . .
i n_|_1kz:%fksm(]$k)> g=12....m—1

Megjegyezziik, hogy ezek az Osszegek az f fliggvény Fourier-soraban szerepld egyiitthato-

kat megad6 integralok kozelitései.

4.5. A legkisebb négyzetek modszere

Jelolje tovabbra is xg, z1, . . . , x, az alappontokat, és fo, f1, ..., f, a hozzajuk tartozo fiigg-
vényértékeket. Az Osszes fajta interpolacios polinom éppen atmegy mindegyik ponton.
Sokszor azonban az értékek mérésekbdl szarmaznak, tehat nem egészen pontosak, igy
enyhithetiink azon az eléirasunkon, hogy az illesztett fiiggvény mindegyiken pontosan at-
menjen, elég nekiink, ha valamilyen értelemben kézel halad a pontokhoz. (Ezt ugyanakkor
méar nem nevezziik interpolacionak!) Emellett a pontokra réanézve esetleg latjuk, hogy
azok durvan egy egyenes vagy parabola mentén helyezkednek el. Olyan p polinomot sz-
eretnénk talalni, amely adott fokszami, és valamilyen értelemben a legkdzelebb halad az

Osszes ponthoz. Kérdés: hogyan értsiik a kozelséget? Lehetne a

> e = plaw)]

Osszeget hasznalni, de ennek hatranya, hogy az abszolut érték fliggvény nem differen-
cialhato. Ezért helyette minden tagban négyzetre emeljiik a kiilonbséget. A legkisebb

négyzetek modszere azt az adott fokszamu p polinomot hatarozza meg, amelyre a

n

S — plaw)?

k=0

kifejezés értéke minimalis.
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Nézziik el6szor azt az esetet, amikor a pontokra p(z) = ¢y + ¢y alaku elssfokt polinomot,

azaz egyenest illesztiink. Mely ¢y és ¢; esetén lesz minimalis a fenti Gsszeg, vagyis a

n

Z[fk — o — )

k=0

kifejezés? Itt xy és fx, k =0,1,...,n adottak, és a (cg, ¢;) szampartol fiiggs
F: (co,c1) = Z[fk — o — 1)’
k=0

R? — IR fiiggvény minimumhelyét keressiik.Ez ott lehet, ahol F' derivaltja (gradiense)

nulla. Derivaljuk tehat ¢y és c¢; szerint az F fiiggvényt:

n

= Yelh-a-and-)
g_z = ;02[fk—co—c1$k]'(—$k)'

Ezeket nullaval egyenlévé téve — egyszertisitések utan — a

n

Y Ifi—co—an] = 0
k=0

Z[fkl'k — CT — Cll’z] = 0.

k=0
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lineéris algebrai egyenletrendszert kapjuk. Matrixos alakban:

n+1 Zzzoxk] [f:o] :[ oo ]
D oh0Th  Dp—oTh 1 Y oreo ek

Ezt kell megoldanunk a cg, ¢; ismeretlenckre. Altalanos, esetben, ha N-edfoku polinomot
akarunk a pontokra illeszteni, akkor /N + 1-ismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszert

kapunk.



5. fejezet

Numerikus integralas

Legyen f : [a,b] — IR egy Riemann-integralhato fliggvény. Kivancsiak vagyunk a fligg-
vény integraljara az [a,b] intervallumon. Az analizisbdl ismeretes, hogy ha f Riemann-
integralhatd az [a,b] intervallumon és létezik F' primitiv fliggvénye, akkor a Newton—

Leibniz-szabaly értelmében

/ F@)de = F(b) — Fla).

A primitiv fliggvényt azonban nem mindig tudjuk meghatarozni. Ezért van sziikség olyan
modszerekre, amelyekkel az fab f(z)dz integralt legalabb kozelitleg ki tudjuk szamitani.

A legegyszertibb otlet erre azon alapszik, hogy a Riemann-integral (nemnegativ fligg-
vény esetén) szemléletesen a grafikon alatti teriiletet adja meg, kozelitsiik tehat ezen
alakzat teriiletét valamilyen egyszeri alakzat teriiletével, amely a fliggvény néhény pont-
ban felvett értékébdl kiszamithato. Ennek kiilonféle lehetGségeit tekintjiik at az 5.1. alfe-
jezetben. A kozelitG integralas formulait szokas kvadrattraformuldknak is nevezni. (A
Jkvadratura” szo arra az elemi teriiletszamitasi modszerre utal, amikor a fiiggvény grafikon-
jat négyzethalos papirra vissziik, és Osszeadjuk a gorbe alatti kis négyzetek teriiletét, de

altalanosan is igy nevezziik a kozelitd integralasi modszereket.)

5.1. Az alapvet6 kvadratiraformulak

Jelolje h := b — a az intervallum hosszat. Ismerkedjiink meg elGszor két alapvets kvadra-

taraformuléval.

1. Kozépponti szabaly: annak a téglalapnak a tertiletével kozelitjiikk az integralt,

amelynek alapja h, magassédga pedig az intervallum ¢ = “T*b felez&pontjaban felvett

71
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fiiggvényérték, azaz

k(f) = h-f(e).

2. Trapézszabaly: annak a trapéznak a teriiletével kozelitjik az integralt, amely-
nek alapja h, oldalainak hosszai pedig az intervallum két végpontjaban felvett fiig-

gvényértékek, azaz

Egy kvadraturaformulét jol jellemez az, hogy hogyan viselkedik kiilonb6z6 fokszému poli-
nomokra. Egy kvadratiraformula rendje annak a legalacsonyabb foka polinomnak a fok-
szama, amelyre a formula mar nem adja meg pontosan az integralt. Pl. a kozépponti
és a trapézszabaly minden f els6fokd polinomra pontos, de a mésodfoki polinomokra
mar nem, ezért masodrendd kvadraturaformulaknak nevezziik Sket. Altalaban ha egy
p-edrendid kvadrataraformulat megfelelen sima fliggvényre alkalmazunk egyre csokkend

hosszisagu intervallumokon, akkor a teriiletszamitas hibaja h p-edik hatvanyéaval aranyos.

Alkalmazzuk a kozépponti és a trapézszabalyt az f(r) = x? fiiggvényre a [0,1] inter-
vallumon!

Az integral pontos értéke

A kozépponti szabély eredménye

a trapézszabalyé pedig
0+1 1
Hf)=1 —= ==,
(=122
Igy k(f) hibaja % — }l = 1—12, t(f) hibaja pedig %—% = —%. Latjuk, hogy a hibéak ellentétes

elGjeltiek, és a kozépponti szabdly kétszer olyan pontos, mint a trapézszabaly. Ezt az
észrevételt felhasznalhatjuk arra, hogy még pontosabb formulat gyartsunk.
Nyilvan, hogyha ¢(f) hibaja pontosan —2-szerese k(f) hibdjanak a vizsgélt f(z) = x*

fiiggvény esetén, akkor a pontos integralt I-vel jelolve fennall az

I =1(f) = =2(I = k(f))



5.2. INTERPOLACIOS TIPUSU KVADRATURAFORMULA 73

egyenl@ség. Ebbdl I-t kifejezve az

I= k() + 5t0F)

képletet kapjuk, amelyet kezelhetiink Gjabb teriiletszamitasi formulaként. Az igy nyert

2 1

(1) 1= 2KUP) + 320 = 5 (@) +47(0) + F(8)

formulat Simpson-formulanak vagy parabolaformulanak nevezziik. Errél egyelSre an-
nyit tudunk, hogy az f(z) = z? fiiggvényre pontos a [0, 1] intervallumon.
A kiilénb6z6 kvadratiraformulak szemléltetésére szolgal a 5.1. abra. (A Simpson-formulanal

feltiintetett alakzatot kés6bb magyarazzuk meg!)
k(f) t(f) s(f)

~

/ N\

5.1. abra. A kozépponti szabaly, a trapézszabaly és a Simpson-formula szemléltetése. A
kozelit6 integral a rozsaszinnel szinezett alakzatok teriilete.

Kvadratiraformulakat masképpen is szarmaztathatunk, pl. ugy, hogy f-et helyettesitjiik
valamely interpolécios polinomjaval, és ezen interpolaciés polinom grafikon alatti teriiletét
szamitjuk ki. Ezzel foglalkozik a kovetkez§ alfejezet, amelyben mér részletesebben megvizs-
galjuk a kvadrataraformulak hibajat. Megtudjuk azt is, hogy a Simpson-formulat miért

nevezik mésképpen parabolaformulénak.

5.2. Interpolacios tipusa kvadrataraformula

Legyen [a,b] C R zart intervallum, és xg,z1,...,2, € |a,b] tetszSleges alappontok. Az

f i la,b] — R figgvény integraljat kozelitsiik az 6t interpolalé polinom integraljavall
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Az interpolacios polinom hib&jarél tanultak értelmében, ha f € C"*'[a,b], akkor egy

x € [a,b] pontban a hiba

F0(E)

1) w1 (), (5.1)

f(z) = plz) =

ahol p(z) = >} _olk(x)f(zx) az interpolacios polinom, és & az z-et és az alappontokat
tartalmazo legsziikebb intervallum valamely pontja. Integraljuk a (5.1) egyenletet az
[a, b] intervallumon! Vigyazzunk, hogy mivel a fenti képletben ¢ fligg az x ponttol, és itt

x szerint integralunk, a jobb oldalon & z-fiiggését figyelembe kell venni.

b b [ n b pn+1) (¢( g
/a f(a)de — / (z::ozm(x)f(xm)> dz = / %wwn+l(x>dx. (5.2)

A bal oldali mésodik tag az integral kozelitése, amely masképpen a

n

> (/ab lm(flf)dw> f(@m) (5.3)

m=0

alakba irhato, a jobb oldali tag pedig a kozelités képlethibéja.

5.2.1 Definicié. A 5.3 kifejezést interpolacios tipusa kvadrataraformulanak hivjuk.

5.2.2 Definicié. Altaldnosan a Y. _ Apf(xm) alaki kifejezést linearis kvadratirafor-

mulanak, az A,, szdmokat pedig a kvadratiraformula egyiitthatoinak nevezziik.
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Az interpolacios tipusi kvadraturaformula tehat olyan linearis kvadrataraformula, amely-

nek egyiitthatoira specidlisan

b
A ::/ ln(z)dz, m=0,1,... n.

Sokféleképpen lehet szarmaztatni linearis kvadratiuraformulakat. Az interpolaciés tipusia

azonban rendelkezik a kovetkezd elényos tulajdonsaggal.
5.2.3 Tétel. Egy linedris kvadratiraformula akkor és csak akkor pontos minden legfeljebb

n-edfokid polinomra, amikor interpoldcios tipusu.

Biz.: (<) Visszafelé¢ az &llitas nyilvanvaloan kovetkezik abbol, hogy egy legfeljebb n-
edfokid polinom interpolaciés polinomja énmaga.
(=) Mivel az l;,5 = 0,1,...,n Lagrange-féle alappolinomok n-edfokt polinomok, ezért

mindegyikiikre pontos a kvadratiraformula. Azaz

b n
/ L(z)de =) Aplj(m) = A;.
a m=0

Az utolso lépésben felhasznaltuk, hogy l;(z,,) = 1, ha m = j, és 0, ha m # j.

5.2.1. Newton—Cotes-formulak

5.2.4 Definici6. A (5.3) interpoldcids tipusi kvadratiraformuldt Newton—Cotes-formuldnak
nevezziik, ha [a, b] felosztdsa egyenlokozi. Tovdbbd, zdrt Newton—Cotes-formuldrol beszéliink,

ha a és b is alappont.

Specialis esetek

e n = 1, azaz két alappont van: xy = a és x1 = b. Ekkor az interpolécioés polinom

linearis fiiggvény. Szamitsuk ki a formula egyiitthatoit!

b b b 2 b
T — I z—b 1 T
0 /a o(w)dz /axo—xlx /Qa—bx a—b{2 x]a

1 E—#—£+w 1 0P —d+2ab
Ca—b\2 2 a—b 2 ~ 2(a—0) 2

Hasonl6an,

Igy a jol ismert
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trapézformulat kapjuk. Nem jutottunk tehat Gj modszerhez, de észrevételiinket
felhasznalhatjuk arra, hogy meghatarozzuk a trapézformula képlethibajat. A ké-
plethiba f € C?[a,b] fiiggvényekre, (5.2)-bdl, integral-kozépértéktételt alkalmazva
(x — (x — a)(x — b) integralhato, elGjeltartod fliggvény, és f”(£(x)) folytonos flige-

[r-up=[FED 6w -na
1

= f”(li)/ —(x —a)(x —b)dr = ——

vény):

2

ahol x € [a, b] valamely pont.

a+b
2

polinom legfeljebb méasodfoku, az egyiitthatok:

b (x — ) (z —b) h 4h
Ay = dor===A,, A =—.
0 / a—b 6 7 TG

n = 2, azaz harom alappont van: xg = a,x, = és o = b. Ekkor az interpolacios

Ezekbdl kapjuk a mar szintén ismert

a+b
2

o=

s(f) = = (fla) +4f(c) + f(b), c=

Simpson- vagy parabolaformulat, amely tehat nem més, mint a fiiggvényt kozelits,
f(a), f(c) és f(b) értékekre illeszkedd masodfoku interpolacios polinom grafikon
alatti teriilete, lasd a 5.1. &bra bal also grafikonjat. Képlethibaja f € C%[a,b]
fliggvényekre (bizonyitas nélkiil)

/abf—s(f):/abm(x—a) (I_@-QHJ) (x—b)dx:—%flv(/’»),

ahol x € [a, b] valamely pont.

5.2.5 Kovetkezmény. A Simpson-formula a harmadfoki polinomokra is pontos,
mert azok negyedik derivdltja nulla. Negyedfokiakra mdr nem pontos, igy negyed-

rendd kvadratira-formuldrol van szo.

5.2.2. Osszetett kvadrataraformulak

Kérdés: Mit tegyiink, ha ezek az egyszerd formuldk nem elég pontosak? Olyan formula

kellene, amellyel az integrélt tetsz6leges pontossaggal meg tudjuk kapni.

Az 0Osszes fenti formula képlethibajabol jol lathato, hogy minél kisebb h, azaz minél

rovidebb az [a, b] intervallum, annal kisebb a hiba. Ez azt az Gtletet adja, hogy osszuk fel
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kis részekre az [a, b]-t az xog = a, x1, . .., T, = bosztopontokkal (igy m db részintervallumot

kapunk) és szakaszonként alkalmazzuk ezeket a formuldkat: minden részintervallumon

kozelitjiik az integralt, és ezeket a kozelits integralokat Osszegezziik (hiszen az integral

additiv). Az egyszeriiség kedvéért dolgozzunk ekvidiszténs felosztassal, ekkor minden
b—a _ h

egyes részintervallum hossza Ah = >=% = -~

Osszetett trapézformula

Ha pl. a trapézformulat alkalmazzuk, és m = 2 ill. m = 4 egyenl§ részre osztjuk az [a, b]-t
akkor a 5.2 abran szaggatott vonallal berajzolt kis trapézok Osszteriiletével kozelitjiik az

integralt. Ekkor

m—1

/ = Z / f Z Pl @) = S +2 3 fa)F(wn) = (D).

i=1

Trapézszabaly, n =2 Trapézszabaly, n = 4

X X

5.2. dbra. Az f(x) = 5 Sln 6z + = — 1 fiiggvény grafikon alatti teriiletének kiszamitasa a
[3, 4] intervallumon az osszetett trapézszabéllyal n = 2 és n = 4 részintervallum esetén.
Az integralt a szaggatott vonallal hatarolt tartoményok teriiletének osszege annal jobban
megkozeliti, minél tobb részre daraboljuk az intervallumot.

Az dsszetett trapézformula képlethibaja f € C?[a, ] fiiggvényekre

m

b m _AhS hd
[ 7=t =3 =5 7 = 2 3 1), (55)

i=1 i=1
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ahol k; € [x;_1,x;]. Az 237" f"(k;) kifejezés m darab fiiggvényérték szamtani kbzepe.

Tegyiik fel, hogy f € C?[a,b]. Ekkor f” valamely n € [a,b] helyen felveszi ezt a szdmtani

kozepet. Ebbdl a képlethiba a
h3
— ")

12m?2

alakba irhat6. Mivel f” folytonos az [a,b]-n, igy korlatos is, azaz |f”| < K. Igy a hiba

abszolut értékben feliilrsl becsiilhets a kovetkezSképpen:

h3

12m?2

K = KAR?,

h3
‘_ 12m?

f”(n)‘ <

ahol K = %K szintén konstans. A KAh? fels6 korlat Ah — 0 esetén nullahoz tart, igy
a lépéskoz finomitasaval tetszGleges pontossag elérhetd.
Annak jellemzésére, hogy egy kozelité modszer hibaja hogyan viselkedik egyre kisebb

lépéskozokre, bevezetjiik a kovetkezd fogalmat.

5.2.6 Definicido. Tegyiik fel, hogy g : K(0) — IR olyan figgvény, amelyhez van olyan
p € INT szam és K € IR korldt, hogy a 0-hoz kellden kézeli t pontokban

l9(8)] < K]t]7.

Jeldlje p a legnagyobb ilyen tulajdonsdgi p szamot! Ekkor azt mondjuk, hogy a g fiigguény
p-ed rendben tart 0-hoz a 0 pontban. Ezt jeldlje g(t) = O(tP) (ejtsd: "ordo tP".)

Példaul a g(t) = t? fiiggvényre [t2| < [t| a [—1, 1]-en, [t?| < |¢|* (mindenhol), de |?| < K|t|?

mar semmilyen K-ra nem teljesiil a 0 egyetlen kornyezetén sem, ugyanis }% = |71‘ t — O-ra

king a végtelenbe. Tehat a g(t) = t* fiiggvény a 0-ban masodrendben tart 0-hoz.

Az Osszetett trapézszabaly hibakorlatja szintén méasodrendben tart nulldhoz. Ez azt je-
lenti, hogy ha Ah-t g-ad részére csokkentjiik, akkor a hibakorlat ¢?-ed részére csokken.
(Hiszen valamely Ah, lépéskozhoz K Ah? hibakorlat tartozik, mig a Ahy/q lépéskozhoz

~ % 2
K(%)Q = %,)

Osszetett Simpson-formula

Legyen ismét o; = a + iAh (i = 0,1...,m),Ah = &2 ¢, = 282 (G — 1 m). Az

m 2

Osszetett Simpson-formula a kévetkezSképpen irhato fel:

[ 7= S )+ 41 ) + £ (w) -

Ah

L) + 1) 423 1) 43 50) = sl
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Képlethibaja f € C*[a, ] fiiggvényekre

b h5
|5 = sl = =o€ fa,b) valamely pont.

Mivel |fIV]| < K, ez a hiba abszolut értékben feliilrl becsiilhets a

5 ~
K < KAR*
2880m*

kifejezéssel. Ez a hibakorlat Ah — 0 esetén negyedrendben tart nulldhoz, igy az Osszetett
Simpson-formula magasabb rendben pontos kozelitést nyijt, mint az Gsszetett trapézfor-

mula.

5.2.3. Gauss-kvadratiarak

Eddig az interpolacios kvadratura-formulak alkalmazasanal adottnak vettiik az alappon-
tokat. Lattuk, hogy a > _, A, fm interpolacios formula pontos minden legfeljebb n-
ed foku polinomra. Kérdés: ha az f fiiggvény értékeit tetszdleges alappontokban meg
tudjuk hatarozni, akkor a kvadrattura-formula rendje névelhet6-e az alappontok megfelel
megvalasztasaval? Vegyiik észre, hogy abban a legegyszertibb esetben, amikor csak egyetlen
xo alappont van, és az illesztett interpoléacids polinom konstans fliggvény, akkor a formu-

la minden konstans fiiggvényre pontos, de minden elséfoki fiiggvényre is pontos lesz,

a+b
2

mulét, amelyrsl tudjuk, hogy masodrendi). Hasonloképpen, a Simpson-formula hérom

amennyiben xo-nak a ¢ = felez6pontot vélasztjuk. (Ez eredményezi a kézépponti for-

alappontra tamaszkodik (n = 2), &m nem csak masodfoku polinomokra pontos, ahogyan
azt harom alappont esetén varnank, hanem harmadfokuakra is. Erdekes kérdés az, hogy
lehetne-e még magasabb rendet elérni a harom pont mésfajta megvalasztasaval, valamint

hogy altaldban mennyivel névelhets a rend.

Vizsgaljuk meg részletesebben azt az esetet, amikor két alappont van: xg és x, és az

egyszeriiség kedvéért legyen [a,b] = [—1,1]. Az interpolaciés kvadratiraformula ekkor

1
Z Amfm = Aof(20) + A1 f (1),
m=0

ahol

1 1 2 1
— 1 2
Ay = / lo(z)dx = / T dr = [x— — xlx] _ ,
-1 1 Lo — 21 To—x1 | 2 1 T — o
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illetve zy és x1 felcserélésével

L 2 2
Al = / ll(x)dx = 0 = — 0

1 Ty — 1 L1 — Xo

Mint tudjuk, a formula tetszdleges zo és x; € [—1,1] esetén pontos minden f € Py
polinomra, de ha zy-ra és x;-re szabadon megvélaszthato paraméterként tekintiink, akkor
lehetséges, hogy elérhets kettével magasabb rend is. Nyilvanvaléan egy kvadratiraformula
akkor és csak akkor pontos minden g-ad foki polinomra, amikor pontos az f(x) = 2!
fiiggvényekre VI = 0,1, ..., ¢ esetén. Igy a formula akkor lesz egy renddel jobb, ha pontos
az f(x) = 2? fiiggvényre, és két renddel pedig akkor, ha még az f(z) = x® fliggvényre is
pontos. Igy két egyenletet tudunk felirni az ismeretlen z és ; pontokra:

1.) A formula akkor lesz pontos az f(z) = z? fiiggvényre, ha

1

1
2
ZAm(xm)2 = Ay a5+ Ay -2} —/ ridr = 3

m=0 -1

azaz

amely egyenlGség az

egyenletre egyszertisodik.

2.) Hasonl6an, a formula akkor lesz pontos az f(z) = 3 fiiggvényre, ha

1
221 2x
3 0 3 _ 3 _
Ty — T = x’dz = 0.
Iy — Zo Ty — Zo -1

Ebbdl egyszertisitések utan az xg + x1 = 0, vagyis az
(2) To = —T1

Osszefiiggést kapjuk. Az (1)(2) egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van:

Ezekhez az alappontokhoz szamitsuk ki az Ag és A; sulyokat:

2 2
Ag= —24 . gy =20

1 — X Iy — Xy

=1
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Tehat a kapott kvadratiuraformula, amely a [—1, 1] intervallumon pontos minden f € Pj

[ (=) + (55)

Altalaban, mivel minden tovabbi fokszamra akkor lesz pontos a formula, ha az alap-

fliggvényre, a kovetkezd:

pontok eleget tesznek egy tjabb egyenlGségnek, és Gsszesen n + 1 darab alappont van,
az interpoléacios kvadraturaformula rendje legfeljebb annyival névelheté meg, ahany alap-
pont van. Kiszamolhato, hogy harom alappont esetén az alabbi megvalasztassal nyertink
olyan formuléat, amely nemcsak minden masodfokt polinomra, hanem minden 6todfokira

is pontos (tehat harmadrendi helyett hatodrend):

3 3
ZL'():—\/g, fL’OZO, To = g

A megfelels sulyok: Ay = Ay = g, A = g. (Nem meglepd, hogy nem a Simpson-formula

alappontjait kaptuk.)

5.2.7 Megjegyzés. Ha pedig az integrdilandd figgvény nem a [—1,1], hanem egy tet-
szbleges [a,b] intervallumon van értelmezve, akkor a figguényt a [—1,1] intervallumra

dattranszformdlva mdr kézvetleniil haszndlhatjuk a fent levezetett Gauss-féle formuldkat.
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6. fejezet

Numerikus derivalas

Fiiggvények derivaltjanak kozelité kiszamitésara sziikségiink lehet példaul akkor, ha a
fiiggvényt csak diszkrét pontokban ismerjiik, esetleg ott is csak kozelitSleg. A derival-

takat kozelité formulak a differencidlegyenletek numerikus megoldasanél is hasznosak.

Tegyiik fel, hogy az f : R — IR, f € D(I) (I egy valos intervallum) fliggvényt az
X, X1,...,Ty, € I pontokban ismerjiik, és a szomszédos pontok az egyszertiség kedvéért
legyenek egymastol azonos h téavolsagra. Célink az f'(z;) ill. f”(x;) érték kozelitése az f

ezen diszkrét pontokban felvett fliggvényértékei segitségével.

6.1. Az els6 derivalt kozelitése

A derivalt legegyszeriibb kozelits formulajat kozvetleniil a derivalt definiciojabol nyer-

hetjiik. Ismeretes, hogy az f : R — IR fliggvény z; € int D(f)-beli derivaltjan az

o) — 1im 1) = @)
hatéarértéket értjiik. Ha tehat h kellSen kicsi, akkor f'(x;) jol kozelithets a kovetkezd
hanyadossal:

Elnevezése: jobb oldali (vagy haladd) differenciahanyados.

A z;-t6] balra elhelyezkedS szomszédos racspontot is hasznéalhatjuk, igy jutunk a bal

oldali (vagy retrograd) differenciahanyadoshoz:

f@i) = f(xi = h)
h

= Af_

83
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A ketts szamtani kozepe tjabb kozelité derivéalasi formulat eredményez, ez a centralis

(vagy kozponti) differenciahanyados:

AL HAf it h) = fm— )

Alfe: 2 - 2h

Kérdés, mennyire jok ezek a kozelitések. Ennek jellemzésére bevezetjiik a kozelités rend-

jének a fogalmat:

6.1.1 Definicid. Jeldlje az [ fiigguény x;-beli valamelyik derivdaltjat D f, ennek kozelitését
pedig Af(h). Azt mondjuk, hogy az x; pontban a kozelités rendje p € NT, ha |Df —
Af(h)| = O(RP). (Ekkor 3K > 0: |Df — Af(h)| < Kh?. )

6.1.2 Allitds. A haladd és a retrograd differencia is elsérendi kizelitése eqy f € C?()

fiigguény elsd derivdltjanak.

Biz.: Az f fiiggvényt z; koriil Taylor-sorba fejtve

) = (@) + b ) + (o),

ahol n € [z, z; + h| valamely pont. Ebbdl
! h "
Afy = [+ 50" ()

és igy
h

)= AL = 57| < K- n

ahol K = m A retrograd sémara hasonloan. . .

6.1.3 Allitas. A kdzponti differenciahdnyados mdsodrendi kizelitése eqy f € C3(1) fiigg-

vény elsd derwvdltjanak.

Biz.: Szintén f z; koriili sorfejtésébdl adodik:

2

/ h 1 h'3 "
flaith) = flas) +hf'(2:) + 5 f(2i) + arf (m),
ahol n; € [x;, x; + h| valamely pont, és

3
h_ "

Y (m2),

) = ) — Af () + o ()
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ahol 7y € [x; — h, x;] valamely pont,

) _ P 2
- Afc _ f(l’z + h)th(xz h) _ f/(%) + %fﬁl(n)v

ahol kihasznaltuk, hogy mivel f € C3(I), az f" fiiggvény az n; és 1, helyen felvett értékek

szamtani kozepét is felveszi valamely 1 € [ pontban.

6.2. A masodik derivalt kozelitése

Ha a fiiggvény elsé derivaltjat tudjuk kozeliteni, akkor ennek felhasznalasaval megbecsiilhetd

a masodik derivalt, hiszen definici szerint

és igy kis h esetén felirhatjuk pl. a jobb oldali kiilonbségi héanyadost az elsé derivalt
fiiggvényre:

Ez a formula még kozvetleniil ritkdn hasznalhato, mert az alappontokban jellemzGen csak

maganak az f fliggvénynek az értékeit ismerjiik, az els6 derivaltakét nem. Ezért az itt

szerepld elsG derivaltakat kozelitsiik pl. retrograd differencidkkal. Ebbdl az

flzi+h) —2f(z;) + f(z; — h)

. 2
. = AR,

f”(ffi) ~

kozelitést nyerjiik, amely a mésodik derivalt leggyakoribb véges kiilonbséges kozelitése.

Elnevezése: centralis séma a mésodik derivalt kozelitésére.

6.2.1 Allitas. A A’f, centrdlis séma mdsodrendi kozelitése eqy f € C*(I) fiigguény

mdsodik derivdltjanak.

Ha még tobb racsponti értéket hasznalunk, akkor az els§, masodik vagy magasabb rend

derivaltakat még magasabb rendben kozelithetjiik, erre gyakorlaton lathatunk példékat.

6.3. A lépéstavolsag dilemmaja

A gyakorlatban az f(z;) értékek altalaban hibéaval terheltek, szamitogépen dolgozva példaul
elkeriilhetetleniil fellép a szaméabrazolasi hiba. Ebbdl érdekes dolog adodik a h 1épéstavol-
sdg megvalasztasaval kapcsolatban. A képletek azt sugalljdk, hogy minél kisebb a h

lépéstavolsag, annal kisebb a hiba. Ez azonban nem igy van!
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Tegyiik fel, hogy f'(x;)-t szeretnénk kozeliteni a kozponti sémaval, de az f(x;_1) és
f(xi41) pontos értéke helyett az f;_; ill. f;11 hibas értékekkel szamolunk. Tegyiik fel,
hOgy f(xi—l—l) = .fi+1 + Ei+1 ill. f(xi—l) = fi—l + Ei—1, ahol |€i—1’7 |€i+1| S e > 0. Ekkor

fiv1 — fizr =z Ei+1 — &i—1
Af,="T— - =Af, + ———.
J oh et =,

A bal oldalon Af, = f'(z;) + %f”’(n), igy

2

~ h €
! i_Ac<_ 7
[ (@i) = Afel < Mz +

ahol M3 :=sup|f”|. A fels6 becslést ado fiiggvény tehat

h? £
h)=—DM;+ —
és itt kis h lépéstavolsigra a mésodik tag king. Kovetkezésképpen akkor lesz a legkisebb
a hiba, ha h se nem tul nagy, se nem tul kicsi. Kozelitéleg optimalis h értéket gy
kaphatunk, hogy a g(h) fliggvényt minimalizaljuk h-ban. Hol nulla a ¢'(h) derivalt?
h € 3e

/ :—M——: 3:_
g (h) 7 Ms =~ 35 0<=h %

amibdl az optimalis lépéstavolsag hopy = ¢/ 1\3/1_1



7. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

megoldasa

Szamos fizikai, kémiai, biolégiai sth. folyamat leirasahoz elengedhetetleniil fontosak a

kozonséges ill. parcialis differencidlegyenletek. Ebben a fejezetben a kozonséges differen-

cidlegyenletekre vonatkozo kezdetiérték-feladatok numerikus megoldasaval foglalkozunk.
Tekintsiik az

{ y'(t) = f(tyt) te (to,T] (7.1)

y(to) = Yo
skalaris kezdetiérték-feladatot. A megoldas létezését és egyértelmiiségét feltételezziik.
(Ezek biztositottak példaul, ha f azonkiviil, hogy folytonos, kielégiti a Lipschitz-feltételt.)
Az ilyen feladatok pontos megoldasat zart alakban rendszerint nem tudjuk meghatarozni,
csak specidlis jobb oldali f fliggvények esetén. Ezért a legtobb esetben kozelité modsze-

reket kell alkalmaznunk.

7.1. Véges kiillonbséges modszerek

A (7.1) kozelité megoldasara az egyik legelterjedtebb modszercsalad a véges kiilonbséges
modszerek, ezért mi is ezek ismertetésére szoritkozunk. (A masodik félévben részletesen
lesz sz6 sokféle egyéb modszerrdl is.)

A véges kiilonbséges modszerek alkalmazasakor a feladatot elGszor diszkretizaljuk:

a [to, T'] intervallumon definialjuk az
wy ={t,=to+nr,n=0,1,... N.7=(T—1ty)/N}

egyenlskozi racsot. A pontos megoldésra (amely egy folytonos fiiggvény) a racspontokban

akarunk kozelitést nyerni. A kozelité megoldas tehat nem egy folytonos fiiggvény, hanem
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egy un. racspontfiiggvény lesz. Jelolje v, a megoldas t, pontbeli kozelitését, ahol
n=20,1,...,N. A véges kiilonbséges modszerek ugy miikodnek, hogy a racson idében
elérefelé 1épegetve hatéarozzuk meg a kozelité megoldast a racspontokban. Ismerkedjiink

meg a legegyszeriibb modszerekkel!

7.1.1. Az explicit Euler-médszer

A kezdeti ty id6pillanatban a megoldas a kezdeti feltételbdl ismert yo érték. Hogyan
kozelithetjiik a megoldéas t1-beli értékét? Fejtsiik sorba az y pontos megoldést a ¢y koril:

ha y kétszer folytonosan differencidlhato, akkor
y(to+7) =y(to) +1/(t)7 + O(7%) = yo + f(to, yo) 7 + O(77)

Az utolso tagot elhagyva az

y(to+7) = yo + f(to, yo)T

kozelits egyenlGség adodik. A jobb oldali kifejezés lesz a t1-beli numerikus megoldas, ezt
jelolje y;. Tehat
Y1 = yo + f(to, yo)T

Hasonléan léphetiink a t,, %3, ... pontokra. Igy az

Ynt+1 = yn+f(tn7yn)7—7 TL:O,]_,...7N— 1
modszert nyerjiik, amelynek neve explicit Euler-médszer.

A 7.1.1 abrén z6ld folytonos vonal szemlélteti az (ismeretlen) pontos megoldést, ehhez
szeretnénk kozel keriilni. Az explicit Euler-modszerrel kapott numerikus megoldast a piros
pottyok mutatjak. A kék palcikik az adott ponton atmend megoldésgorbe meredekségét
jelzik, ezzel a meredekséggel 1épilink a kdvetkezs racspontra. A piros szakaszok hossza az

egymast kovetd 1épésekben elkovetett hibat adja meg.
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a:oott- /\.b./] ]\

pontos mo.

Az explicit Euler-modszerrel kapott kozelité megoldast szemlélteti a 7.1. abra, ahol a

modszert az

{ y'(t)=sint+1 te(0,2] (72)

y(0) =1

feladatra alkalmaztuk.

45+ 7
s —Pontos m990|dé3 ““““““““““““““““““““ 1
35- +Kdzelito meg()|dé3 ““““““““““““ = |
+ |
I = |
27 ........ . ---------------- 7
1 T 7
1 o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 02 0 06 08 1 12 1 16 18 2

7.1. abra. A (7.2) feladat pontos megoldasa (folytonos vonal) és az explicit Euler-
modszerrel, ht = 0.4-es lépéskozzel kapott kozelit6 megoldasa (a sziirke vonallal
Osszekotott pontok) a [0, 2] intervallumon.
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7.1.2. Az implicit Euler-médszer

Ha az explicit Euler-moédszer képletében az f fiiggvényt nem a t,, hanem a t,,,; pontban
értékeljiik ki, akkor

Yn+1 = Yn + f(tn-‘rl)yn-‘rl)Ta 1= 07 cee 7N — 1.

formulaval definiadlt implicit Euler-moédszerhez jutunk. Az elnevezést az indokolja,
hogy ez egy implicit egyenlet a keresett y,, 1 értékre, azaz ebbdl az egyenléségbdl altaldnos
esetben nem fejezhets ki y,.1. Jeldlje z := y,41, ekkor a megoldandé egyenlet (nullara

rendezve)

T —Yp — f(tpy1,2)T = 0.
Erre alkalmazhatjuk pl. a mar latott Newton-iteraciot! Legyen

F(x) =2 =y — f(tns1,2)T,

ennek keressiik a zérushelyét. A Newton-modszer képletébdl

_ F ()
Tl = T — F’(xk)’

ahol
F'(x) =1—7-0yf(tps1, ).

A Newton-iteracio (kiilonosen rendszer esetén) koltségessé teszi a modszer alkalmazasat.

7.1.3. Runge-Kutta-mo6dszerek

Az explicit Euler-modszernél az n-edik 1épésben a t,, pontbol az f(t,,y,) meredekséggel
léptiink 7 tavolsagon. Az f(t,,y,) nem méas, mint annak a megoldasgorbének a meredek-
sége, amely a (t,,y,) ponton atmegy. Hogyan nyerhetiink tovabbi modszereket? Példaul
ugy, hogy tobb helyen is kiértékeljiik az f fiiggvényt, és ezeket a meredekségeket sulyoz-
zuk. A legnépszertibb Runge-Kutta-modszernél példaul négy meredekséget szamolunk ki

a kovetkezsk szerint:

kl - f(tnayn)
T T
ke = f(tn+§ayn+§kl)
T T
ks = f(tn+§ayn+§k2)
ky = f(tn+7,yn+ 7k3)
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Ezutan az y, ;1 numerikus megoldast az aldbbi moédon nyerjiik:

1 1 1 1
il = Un —k —k —k —k
Yn+1 y+7<61+32+33+64)

A kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasarol bévebben a II. félévben lesz

Sz0.
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8. fejezet

Sajatérték-feladatok kozelit6 megoldasa

Ismeretes, hogy az A € C™™ matrixnak a A € C szam sajatértéke, ha létezik olyan
v € C", v # 0 vektor, amelyre Av = \v. Ekkor a v vektort az A méatrix A sajatértékhez
tartozo sajatvektoranak nevezziik. Az A sajatértékeinek a halmazat o(A) jelolje. A tovab-
biakban az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy A valds méatrix, tovabbé a sajatértékek

és sajatvektorok is valosak. Ez a helyzet példaul, ha az A méatrix szimmetrikus.

Tudjuk, hogy a A szam pontosan akkor sajatértéke A-nak, ha megoldésa A karak-
terisztikus egyenletének, vagyis ha det(A — AI) = 0. Ha tehat A sajatértékeit kell
meghatarozni, akkor erre elvileg direkt modszert jelentene a karakterisztikus egyenlet
megoldasa, de ez egy n-ed foku egyenlet, amelyre n > 4 esetén nincs megoldoképlet.

Ezért a gyakorlatban valamilyen iteracios modszert alkalmazunk.

El6szor nézziik meg, hogy ha ismerjiik az egyik v sajatvektor v kozelitését, akkor
hogyan kozelithetjiik a megfelel§ A sajatértéket. Induljunk ki az Av ~ A0 kozelits egyen-

16ségbdl. Koordinatanként kiirva az alabbi n darab egyenletet kapjuk A-ra:
aﬂﬁl—i—aig@g%—...—i—am@n:/\@, i:1,2,...,n.

Ezek koziil barmelyik olyan egyenletbdl kifejezheté A, amelynek jobb oldalan o; # 0.
(Mivel a sajatvektor nem nullvektor, igy legalabb egy ilyen biztosan létezik). Akar azt
is megtehetjiik, hogy kiilon-kiilon mindegyikbdl kifejezziik a A szémot, és az atlagukat

vesszik.

Van azonban maés lehetség is. Szorozzuk meg skalarisan az Av =~ \v kozelits egyen-

16ség mindkét oldalat a v vektorral:
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majd ebbdl fejezziik ki A-t:
(5, A%)
(0,0)

Vajon melyik a jobb modszer? Az aldbbi tétel megmutatja, hogy az utobbi a lehets

=S

legjobb, amivel probalkozhatunk.
8.0.1 Allitas. Legyen x € R™, © #0, és A € R™". Ekkor

min|| Az — oal}§ = || Az — R(x)a,
ac
ahol 4

(2, 2)

(Tehdt egy x vektor A mdtrizszorosdhoz az x vektor R(x)-szerese van legkizelebb (a 2-es

normdban.)

Biz.:
|Az — az||3 = (Ax — ax, Az — ax) = o®(z,2) — 20(x, Az) + (Az, Ax).

Ez a-ban masodfokt polinom, amelynek (x,z) fSegytitthatoja pozitiv (mivel = # 0),

ezért minimuma ott van, ahol az « szerinti derivaltja O:

2a0(z,x) = 2(z, Ax) = 0= a =

Erdemes kiilén nevet adni az R(x) szorzénak:

8.0.2 Definici6. Legyen x € R", x # 0, A € R™™". Ekkor az

R(z) =

szdmot az x vektorhoz tartozo Rayleigh-hanyadosnak nevezziik.

(Nyilvan, ha ||z||s = 1, akkor R(z) = (x, Az).) Ha x eleve sajatvektor, akkor R(z)r = Az,
valamint ha van egy kozelitéslink a sajatvektorra, akkor a Rayleigh-hanyados segitségével

kaphatunk jo becslést a sajatvektorhoz tartozo sajatértékre.

8.1. A hatvAnymodszer

Ezzel a modszerrel egy matrix egyszeresen dominans sajatértékét (ha az létezik) és a

hozza tartozo sajatvektort tudjuk megtaldlni. Legyen A € R™*", és sajatértékei \;, ¢ =
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1,2,...,n, amelyekrdl feltessziik, hogy
il > el = 1] > > A

Tegyiik fel, hogy A normaélis (azaz kommutéal a transzponaltjaval, ez teljesiil példaul,
ha A szimmetrikus). Ekkor A-nak van ortonormalt sajatvektorrendszere: vy, vg, ..., v,.
Legyen = € R" olyan kezd&vektor, amelynek van a v; vektor irdnyaba es§ komponense,
tehat az

T = QU1 + Uy + ... U,

elGallitdsban oy # 0. Ekkor

Akg = Ak(alvl + aove + ... F Uy, = arAfv 4+ o+ o, AR, =

Ao\ " A )"
ATV + - oAt = AT | anvn + ag ()\_> ve At ...ty ()\—n) Up | -
1 1

A zardjelben a masodiktol kezdve az Osszes tag nulldhoz tart, ha k — oco. Ezért k
novelésével AFz egyre inkdbb a vy sajatvektor iranyaba fog mutatni, azaz egyre jobb
kozelitése lesz egy Ai-hez tartozo sajatvektornak.

Itt gondot jelent, hogy amennyiben A\; nem +1 vagy —1, akkor a kapott vektorok
hossza vagy nullahoz, vagy oo-hez tart, igy numerikusan kezelhetetlenné valik a feladat
(alul- vagy tulcsordulas 1ép fel a szamitogépen). Ezért az egyes lépések utan kapott
vektort célszerd normalni. Ha a k. lépésben kapott normalt vektort y® jelsli, akkor a
Rayleigh-hanyados alapjan

V)= (y ) Ay )

kozeliti a hozza tartozo sajatértéket.

8.1.1 Megjegyzés. A hatvanymddszernél feltettik, hogy a kezddvektornak van az elsd
sajatvektor wranydba esd komponense. De ezt hogyan biztosithatjuk, ha nem ismerjik a
sajatvektorokat? Szerencsére a gyakorlatban ez nem olyan fontos, mert a szamdbrdzoldsi

hibdk miatt az iterdcio sordan az iterdcios vektornak lesz vy irdnyud komponense.

8.2. Inverz iteracio

Eddig az egyszeresen dominans sajatérték és a hozza tartozo sajatvektor meghatarozaséaval
foglalkoztunk. Kérdés: hogyan hatarozhaté meg a tobbi sajatérték?

Ismeretesek a kovetkezdk:



96 8. FEJEZET. SAJATERTEK-FELADATOK KOZELITO MEGOLDASA
1) Ha det(A) # 0, és A € 0(A), akkor ; € o(A™"). Ez a kovetkezSképpen igazolhato:
ANeo(A) e Jr#0: Ax = .
Szorozzuk meg ezt az egyenl@séget balrol az A~! matrixszal:
-1 -1 1 -1 1 -1
A Axr = MA x:xx:A x:XEJ(A ).

2) Ha p nem egyezik meg A egyik \; sajatértékével sem, akkor det(A—ul) # 0, igy létezik
(A — pl)~t. Ha A-nak z sajatvektora a \; sajatértékkel, akkor

Ar =z = (A —pl)x = Az — ple = N — px = (N — p)z,

1

py—t 1=1,2,...,n szamok.
7

ezért és az 1) pont alapjan (A — uI)~! sajatértékei az

8.2.1 Kovetkezmény. Legyen A € R™"™ szimmetrikus mdtriz, amelyre det A # 0. Ha
o elég kizel van valamelyik )\; sajdtértékhez, akkor (A — pl)™ domindns sajdtértéke M;—u
lesz. FEqgy adott u szdamhoz legkozelebbr sajdatértéket meg tudjuk tehdt hatdrozni, ha az
(A — uI)™ mdtrizszal hagtjuk végre a hatvinymddszert. (Pl ha p = 0, akkor a 0-hoz
legkozelebbi, tehdt a legkisebb abszolut értékid sajdatértéket tudjuk megtaldlni.) A k-adik
lépésben

2™ = (A= pul) Y'Y & (A= phz® =+,

azaz eqy linedris algebrai egyenletrendszert kell megoldani, ami kéltséges.

Az inverz iteracio lehetséges modositéasa a Rayleigh-hédnyados iteracio: az inverz iteracio
egy lépésében kapunk becslést a sajatvektorra, ebbdl a Rayleigh-hanyados segitségével
kaphatunk egy tijabb sajatértékbecslést, az inverz iteracio kovetkezd 1épésében p helyett
ezt az R(y*~Y) értéket hasznaljuk.
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