1. fejezet

Bevezetés

A féldtudomanyi kutatasok soran gyakran meriilnek fel olyan szamitésok, amelyeket csak
kozelitSleg tudunk elvégezni. Ez a jegyzet a kozelits szamitasi modszerek alapjaival fog-
lalkozik.

1.1. Hibafogalmak

Jeloljiik a-val valaminek a pontos értékét, amit szeretnénk kiszamitani. Legyen ez most

az egyszertség kedvéért egy valos szam, mint példaul
e exp(2) pontos értéke;
e cgy egyenlet pontos megoldasa;

e cgy fizikai mennyiség (pl. homérséklet) értéke egy adott pontban, adott idépillanat-

ban.

Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all valamilyen eljaras a keresett érték kiszamitasara,
amelyet — tipikusan szamitogép segitségével — alkalmaztunk, és jelolje szamitasunk ered-
ményét a. Az a valos szam tobbnyire nem egyezik meg pontosan az a-val, és a hibajat a

legegyszertibben a két érték kiilonbségével jellemezhetjiik.

1.1.1 Definici6é. A

Aa:=a—a
szamot az a kozelitd érték abszolat hibajdnak nevezziik.

Ha ez abszolut értékben elég kicsi, akkor @ ~ a jelolje. (Kiolvasva: a kozeliti a-t.)
Természetesen az a pontos értékét altalaban nem ismerjiik, igy az abszolut hibat sem. Azt
azonban mindig tudnunk kell, hogy kozelit§ szamitasunk eredményét legfeljebb mekkora

hiba terheli, azaz legfeljebb mekkora az |a — a| eltérés.
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1.1.2 Definicié. A A, > 0 szamot az a kozelitd érték abszolat hibakorlatjdnak nevez-
ziik, ha

la —a| = |Aa| < A,.

Erre az a = a + A, jelolést is alkalmazzuk.

Nyilvanvaléan egy A,-nal nagyobb szam is abszolut hibakorlat. Az abszolat hiba on-
magiban nem elegendd a kozelités josdganak jellemzéséhez. Ha csak annyit tudunk
példaul, hogy egy hémérsékletszamitas soran 10°C abszolut hibat vétettiink, akkor mast
jelent ez, ha a napfelszin, és mast, ha Budapest atlaghémérsékletének kiszamitasarol van
sz6. Az els6 esetben szamitasunk egészen elfogadhatd pontossagi, mig a mésodik esetben
rendkiviil pontatlan. Ezért ha a és a szam, akkor azt is hasznos lehet tudnunk, hogy

hogyan viszonyul a Aa hiba vagy a A, hibakorlat az a nagysagahoz.

1.1.3 Definici6. A da := Aa/|a| szamot az a kizelitd érték relativ hibajdnak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy amennyiben a nevezében szerepld |a| szam nullahoz igen kozel esik, a
relativ hiba annak ellenére nagy lehet, hogy az abszolit hiba esetleg nagyon kicsi. Ezért
ilyen esetben pusztan a relativ hibat nézve tévesen tamadhat az a benyoméasunk, hogy

rossz eredményt kaptunk. Célszert tehat az abszolit és a relativ hibat egyiitt vizsgalni.

1.1.4 Definici6. A 6, szamot az a kézelitd érték egy relativ hibakorlatjdnak nevezziik,
ha |da| < 4,.

Nyilvanvaléan, ha A, abszolut hibakorlat, akkor %" egy relativ hibakorlat lesz. A relativ
hibat ill. hibakorlatot az a pontos értékhez viszonyitva is lehet értelmezni. A gyakorlat-
ban azonban a tobbnyire nem ismert, ezért ezt nem mindig tudjuk kiszamitani. (Ha a
elég kozel van a-hoz, akkor persze a kétféle relativ hiba is kozel egyenld.)

Feladat. Kozelitsiik a 7 szamot a két tizedesjegyre kerekitett értékével, azaz 3,14-dal. Adjunk a kozelits

értékre abszolut és relativ hibakorlatot.

Megoldds: Am = 7 — 3,14 a kozelités abszolut hibaja. Mivel a legkisebb szam, amelyet felfelé 3,14-
ra kerekitiink, a 3,135, a legkisebb pedig, amelyet mar éppen nem 3,14-re, hanem 3,15-ra kerekitiink, a
3,145, ezért a 7 és a 3,14 eltérése legfeljebb (3,145 — 3,135)/2 = 0, 005.
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3,135 3,14 3,145

Igy |Am| < 51073, ezért A, = 5-1073 a kozelités egy abszolit hibakorlatja. A dm = ”g_i’fl szam a
kozelités relativ hibdja. Mivel [or| = FZ3141 < 51072 <4 667. 1073, ezért d, = 1,667-1073 = 0,1667%

a kozelités egy relativ hibakorlatja.

Altalanos szabalyként is megjegyezhetjiik: ha a kerekités helyes, akkor a kerekités abszolut hibaja sosem
haladja meg az utolsé helyiérték felét, tehat két jegyre kerekitve legfeljebb 0,005, 3 jegyre kerekitve
legfeljebb 0,0005 és i.t.

1.2. A szamitas soran fellép6 problémak

Szamitasunk eredménye szinte mindig eltér a keresett pontos értéktsl. Ennek oka az, hogy

a szamitas soran kilonféle hibak 1éphetnek fel. Tekintsiik at a lehetséges hibaforrasokat!

1. Tévedés, géphiba. Elsfordul néha, hogy egy papiron végzett szamitast véletlentil
elrontunk, vagy szamitogépes programunkba valamilyen hiba cstszik, és ezért hibas
eredményt kapunk. Az ilyen természetii hibak matematikai szempontbol érdekte-
lenek, nem tartoznak a numerikus modszerek targykorébe. Benniinket sokkal inkabb

a 2. és a 3. hibaforras érdekel.

2. Képlethiba. A szamités eredménye (a kimend adat vagy adatok) a szamitashoz fel-
hasznalt (bemend) adatok valamilyen fiiggvénye, amit szokasosan képletnek neveziink.
Ha a képlet nem épithetd fel azokbol a miiveletekbdl, amelyeket a gép ismer, akkor

hiba keletkezik. Példaul az e szam egyik képlete a jol ismert hatarérték:

1 n
e = lim (1+—> . (1.1)
n—oo n

A gép azonban nem tud hatarértéket szamitani, ezért az (1.1) képlet helyett méasikat
hasznal, pl. a hatarértéket az ((1 + %)n) sorozat valamely elég nagy indext tagjaval
helyettesiti. Ez azonban csak kozelitése lesz az e szamnak. A kiilénbség oka a pontos

képletnek egy masik képlettel vald helyettesitése, ami képlethibat eredményez.
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3. Oroklstt hiba (vagy a fiiggvényérték hibaja). Ez a hibaforras akkor lép fel, ha
a bemeng adatok hibéaval terheltek. (Ennek oka lehet pl. a mérés pontatlansaga, ha
a bemend adatok mérésbol szarmaznak.) Ilyenkor fontos tudnunk, hogy amennyiben
az a szam a bemend adat, és ez A, hibaval ismert, azaz |a —a| < A,, akkor az a-tdl
fiiggd f(a) kimend adathoz mennyire lesz kozel f(a), azaz legfeljebb mekkora lehet
az |f(a) — f(a)| tavolsag. Az 6roklott hiba becslési modszereivel kiilon alfejezetben

foglalkozunk.

4. A szamabrazolasbdl eredd hiba. Ez, a szamitastechnika targykorébe tartozo
hibafajta abbol adodik, hogy a szamitogépen a valds szémoknak csak egy véges

részhalmazat tudjuk abrazolni. Ennek targyalasaval mi nem foglalkozunk.
Természetesen az emlitett hibaforrasok egyszerre is felléphetnek.

Példak képlethibara

1. Tekintsiik az e szam mar emlitett kozelité képletét:
1 n
e~ (1 + ) , ahol n € IN kell6en nagy, rogzitett index.
n

a) Adjunk meg erre a kozelitésre egy abszolut hibakorlatot!
b) Hanyadik tagig kell elmenniink a sorozatban ahhoz, hogy a hiba legfeljebb 10710 legyen?

Megoldds:
a) Feladatunk fels6 becslést taldlni az |e — (1 4+ 1)"| kifejezésre. Ismeretes, hogy az ((1 + 1))
sorozat alulrol tart e-hez, mig az ((1 + %)”“) sorozat feliilrél szintén e-hez tart. Ezért minden

n € IN-re érvényes a kovetkezd becslés:

e () <o) ) = () -

Mivel = < =, ezért az £ fels6 becslés helyett a rac10nahs becslés is hasznalhato.

| ®

b) Pl a ; becslessel szamolva a sorozat azon n indext tagjal, amelyekre 2 =< 10719, 10719-nél

mér kozelebb vannak e-hez. Ebbdl az n > 3 - 1010 kiiszobindexet kapjuk. Mivel a (2) sorozat

n

lassan tart a nulldhoz, ezért igen nagy kiiszobszamot kaptunk.

2. Az e szdm meghatarozasara mas képlet is létezik, pl. a kovetkez6 numerikus sorossszeg:
i l + + + 5+
k! 2' 3
k=0
Ennek a sornak a részletosszegeit is felhasznalhatjuk e kozelitésére:
n
1 1 1
e~y —=l+=—+=+...+—
2 T

ahol n € IN rogzitett. Adjunk abszolat hibakorlatot erre a kozelitésre!
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Megoldds:

=1 =1 1 1 1 1 1
_ | = _ = L= 1 R I
¢ ,;Jk! k:;rlk! CENCE (n—|—1)!< 2 T omes) T )

A jobb oldalt néveljiik, ha a zarojelben szerepld tortek nevezdjét csokkentjiik gy, hogy minden

tényezd helyére (n + 1)-et frunk:

1 1 1 1 1 1
— |1 < 1 R I
(n+1)!< +n+2+(n+2)(n+3)+ ) (n+1)!( +n+1+(n+1)2+ >
A jobb oldal pedig egyszerii atalakitassal az

1 1 1

(n+D!'1—-L " nln

alakra hozhat6. Az 1n hanyados mar igen gyorsan tart a nulldhoz, ezért az 1. példaban targyaltnal

n!

hatékonyabb kozelitéshez jutottunk.

3. Legyen x > —1 adott szdm. Mekkora képlethibat okoz, ha a /1 + z kifejezést az 1 + 5 Osszeggel
helyettesitjiik?

Megoldds: Vegyiik észre, hogy az 1 4+ § nem mas, mint az f(x) = /1 +z fiiggvény 0 pont
koriili elssfokt Taylor-polinomja (jel.: T3(f(z),0)). A hiba becsléséhez kézenfekvs felhasznalni
a Taylor-formulat, amely szerint létezik olyan & pont a 0 és az x k6z6tt, amelyre

£) -~ Ti(f@),0 = T @ o2

Ebbsl

2 1

%2 (_411) (11+£>3 %m

Mivel a £ pontot nem ismerjiik, ezért erre a kifejezésre olyan felsé becslést keresiink, amely nem

1)~ Tu(s @0 = | L e - 02

tartalmazza £-t. Nyilvan ha x > 0, akkor a tortet csokkentjiik, ha a szamléléban & helyére 0-t

frunk. Azaz

@ 1z 1 &
8 VI+e?® 8 /O+07 8
z2 1

Ha pedig —1 < z < 0, akkor £-t z-re cser¢lhetjiik, ¢s igy az % becsléshez jutunk.

(1+=z)?

1.3. Az oroklott hiba becslése

Tegyiik fel, hogy a pontos képlet szerint egy f : R — R fliggvényt kell alkalmaznunk
az a bemend adatra. A bemend adatot azonban csak kozelitéleg ismerjiik, igy helyette
a megy be a képletbe. Kérdés: ha a bemené adatra tudunk abszolit hibakorlatot adni

(la —a|l < A,, ahol A, ismert), akkor mennyire térhet el a képletbdl kijovs, szamitott
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f(a) értéke a pontos f(a) értéktsl? A kérdés tobb bemend adat (bemend vektor) esetén
is érdekes (ekkor f: R"™ — R). Két becslési modszerrdl lesz szo.

1. Pontos becslés. Ez a modszer valodi fels§ korlatot ad az elkdvethets oroklott
hibara. Vizsgaljuk elGszor az egyvaltozos esetben, azaz legyen f : IR — R, a,a € D(f).
Tegyiik fel, hogy f folytonos az [a,a] intervallumon, és differencialhato az (a,a)-n. Az

|f(a) — f(a)| kifejezést szeretnénk feliilr6l becsiilni annak ismeretében, hogy |a —a| < A,.

f (a képletben szerepld fiiggvény)

f(a)
wl /L

2

a a
7 S

pontos bemend adat hibas bemend adat

\'4

Az f(a)— f(a) kiilonbség a Lagrange-kozépértéktétel! értelmében pontosan kifejezhetd az

fla) = f@@) = f(§)(a—a) (1.2)

alakban, ahol £ az (a, @) intervallum valamely — 4ltalaban ismeretlen — pontja. A két oldal

abszolut értékét véve az

[f(a) = f@)] = 1f'()a—a)l = |f(©)]la—al <[f(&)] A

becsléshez jutunk. Mivel a jobb oldalon £ nem ismert, ezért ezt a becslést ebben formaban
még nem tudjuk hasznalni. Az azonban biztos, hogy akarmelyik pontja is a £ az (a,a)

intervallumnak, az |f’(£)| nem nagyobb, mint supy, z [f'|. Azaz

|f(a) = f@)] < sup|f']- Aa.

[a,a]

Lathato, hogy ezen felsd korlat annal nagyobb, minél rosszabb a bemend adat pontossaga,

valamint minél meredekebb az f fliggvény (ezt a fenti abra is sugallja).

Legyen f : [a,b] — R folytonos az [a,b] intervallumon, és differencidlhaté az (a,b)-n. Ekkor létezik
olyan & € (a,b), amely mellett f(b) — f(a) = f'(£)(b— a).
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Ez az Osszefiiggés konnyen altalanosithatd f : IR™ — IR fliggvények esetére. Az f :
R? — R esetet az alabbi adbra szemlélteti.

y-
4

Legyen f : R" — R,a,a € D(f), tovabba f az [a,a] szakasz? mentén folytonos, és
annak belsejében differencidlhato fiiggvény). Tegyiik fel, hogy az i-edik koordinataban
felleps abszolut hiba legfeljebb A,; (azaz |a; — ;| < Ayt = 1,...,n). A Lagrange-

kozépértéktétel ebben az altalanosabb esetben is gy szol, hogy

ahol most & az [a,a] szakasz belsejének valamely pontja, és f/(§) = Vf(§) € RY>",
tovabba a jobb oldali szorzasjel skalaris szorzast jelent. A két oldal abszolut értékét véve

az

egyenlGséghez jutunk.

A jobb oldal becsléséhez irjuk ki a skalaris szorzatot koordinatakkal:

() a—a)l =

< Z(SU}? 10:f1)-ai—ai| < Z(T‘ug 10:f1)-Aai- (1.3)

=1 la.a i=1 &

Z 0 f (&) (a; — a;)

2Az |a,a) szakasz az a + t(a — a),t € [0, 1] pontok halmazat jelenti.
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Ennek a becslési modszernek az a hatranya, hogy az f fiiggvény derivaltjara ill. parciélis
derivaltjaira sokszor nehéz fels korlatot adni.

Példa. Tekintsiik azt a kétvaltozos fliggvényt, amely két szamot Osszead:
f:R?> =R, f(x,22) =21 + 0.

Legyen a = (a1, as2) tetszbleges szampar. Mekkora hibat kévethetiink el az sszeg képzésekor, ha a;-et

Ag1, as-t pedig Ao abszolut hibéval ismerjiik?
Megoldds: Jelolje ismét a; az a; kozelitését, i = 1,2. Ekkor (1.3) alapjan
(a1 + az) = (a1 + G2)| = [f(a1, a2) — f(a1,a2)| < ([Silg 01f1) - Aar + (?;15 |021) - Aaz.
Mivel 0y f(x1,22) = 1 = Oaf (21, 22), ezért a szuprémumok 1-gyel egyenlSk. Azaz
(a1 + a2) — (@1 + a2)| = Aa1 + Aga.

Ezt az eredményt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az Gsszeg egy abszolut hibakorlatja az 6sszeadandok

abszolut hibakorlatjainak Osszege.

2. Az oroklott hiba masik lehetséges becslési modszerét, az un. linearis becslést is
vizsgaljuk elGszor az egyvaltozos esetben. Ha f : IR — IR differencialhaté az a pontban,

akkor, feltéve, hogy a elég kozel van a -hoz,

fla) = f@@) = f'(a)(a —a).

Ez hasonlit az (1.2) pontos egyenldséghez, azonban itt a jobb oldalon f’(£) helyett f'(a)

szerepel. Abszolit értéket véve az

|[f(a) = f@)] = [f(@)]-|la—al < [f(@)]-Aq

kozelitd becslés adodik.
Ez az at a tobbvaltozos esetben is jarhato. Legyen tehat most f : IR" — IR, és a € IR”
az a € IR™ vektor egy kozelitése. Ekkor

|f(a) — f(a)] ~ Z 10,£(@)] |a; — @] < Z 10:f(@)] - M.

Lathato, hogy a lineéris becslés egyszertibb, mint a Lagrange-kozépértéktételen alapuld
(hiszen az f fliggvény derivaltjat ill. parcialis derivéltjait csak az a helyen kell venni), de
csupan kozelit érvényt.
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Feladatok.

1. Vizsgaljuk meg a négy alapmiivelet hibajat a lineéris becslési modszerrel!

1° Osszeadas

Az f(x1,22) = x1 + x5 fliggvény parcialis derivaltjait mar kiszamitottuk, és ez alapjan
\(al +a2) — (le +&2)| S 1- Aa1 + 1- AGQ = Aal + Aag,

ami megegyezik korabbi eredményiinkkel.
2¢ Kivonés
Az f(x1,22) = x1 — 29 fliggvény parcidlis derivaltjaira 0y f(x1,x2) = 1,02(x1,22) = —1,
ebbdl
\(al — CLZ) — (&1 — ag)| § 1- Aa1 +1- AGQ = Aal +Aa27

azaz az abszolut hibak a kivonasnal is Osszeadodnak! A kiilonbség hibaja tehat altalaban
nem becsiilhetd feliil a hibak kiilonbségével.

3° Szorzés

Az f(x1,z2) = x1 - xo fliggvény parcidlis derivaltjai: 0y f(z1,z2) = x2, O2f(21,22) = 21,

amibgl
laras — @raz| < |az|- Aaq + |G1] - Aag < |az] - Ag1 + |@1] - Age.
4° Osztas
Az f(x1,22) = 3+ fiiggvény parcialis derivéltjai: O f(z1,22) = :712’ Dof(z1,20) = =%,
2
amibdl
1 a as|A ai|A as| A ai|A
o a) by |C~L;|Aa2: (2] a1~+2\a1| az _ |az| alj’2|a1| a2
as o || as as as

Lathato, hogy kis abszolut értéki szammal valé osztasnal nagy lehet az elkdvetett hibal

2. Legyen egy henger sugara R = 1 4 0,01, magassdga h = 2 £ 0,02. Szamitsuk ki kozelitSleg a
térfogatat! Hatarozzuk meg linearis becsléssel, hogy mekkora lesz az eredmény abszolat hibaja.
A 7 értékét vegyiik 3,14-nak, és vegyiik figyelembe ennek a kozelitésnek a hibajat is. (Segitségiil:
ekkor m = 3,14 + 0,005.)

Megoldas: A kozelit6 értékeket hasznalva a henger térfogata kozelitéleg
V =R>th~1%-3,14-2 = 6,28.

Jeloljiik a szamitas hibajat AV-vel. Az R?mh szorzatot bontsuk szét az R? és wh tényezdkre, és

alkalmazzuk az 1. feladat szorzasra kapott eredményét!
AV = A(R?rh) < 7h- (AR?) + R%- A(nh) < *h(R-Ar+R-ARp)+ R*(h-Ap +7- Ay) = 0,1984.

3. Szamoljuk ki zsebszamologépen az a = /20001 és a b = /20000 szam hét tizedesjegyre kerekitett
értékét. Kozelitsiik az x := a — b szamot ezen kerekitett értékek kiilonbségével, majd becsiiljiik az
abszolut és relativ hibéajat.

Az x-et méas modon is kiszamithatjuk: z = y = Melyik szamolési mod

1 1
a+b T /200014+/20000
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biztositja a kisebb hibat?
Megoldds: a = 141,4248917, b = 141, 4213562, & = 3,535500000 - 1073, § = 3, 5354897131073, A
kiindulasi értékek abszolut hibakorlatjai: A, = Ay = 5-1078. Az x abszoltt és relativ hibakorlatja:

— — 107 — As 107 — —4
Ar—Aa+Ab—10 ,5x—7—m—0,28310 .

A mésik modszerrel szamolva: A,y = A, + Ay = 1077, aminek felhasznalasaval Ay =A 4=
|d+E|'A14:‘1|'Aa+b _ 1077

(a+b)2 2422

értek.) A relativ hibakorlatra d, = §_y = 22 = LITEI0 . — 0,483 1079 adodik. A példaban

tehat a masodik szamitasi modszer 6t nagysagrenddel kisebb abszolut és relativ hibat biztosit,

= 1,7076 - 10~'2. (Itt felhasznaltuk, hogy A; = 0, mivel az 1 pontos

mint az elsd.

Tanulsag: kozeli szdmok kivonésat lehetéleg keriiljiik.



2. fejezet
Fiiggvénykozelités (approximéacio)

Fiiggvények kozelitésére szamos esetben sziikségiink lehet. Két alapfeladattal foglalkozunk.
I.) Elsfordulhat, hogy egy folytonos fiiggvényt egyszeriibbel kell helyettesiteniink.
Vizsgéljuk meg példaul a sin x értékeinek a kiszamitasat! Nagyon specialis z-ek kivételével

ezek nem szamithatok ki pontosan. A

A

sinx:x—gqta—ﬁ—i—...

definicios Taylor-sor alkalmazésa egy végtelen sor Osszegzését jelentené, amit nem lehet
elvégezni. Olyan fiiggvénnyel kell kozeliteniink a sin z-et, amely ténylegesen kiszémitha-
t0, és hibaja a lehets legkisebb. Az is el6fordul, hogy a képletiinkben eredetileg szere-
plé folytonos fiiggvénnyel til bonyolult lenne szdmolni, ezért szeretnénk azt egyszertibb
folytonos fliggvénnyel helyettesiteni.

I1.) A gyakorlatban nem egyszer el6fordul, hogy egy folytonos fiiggvényt nem ismeriink a
teljes értelmezési tartomanyéan, csak néhany xg, x4, . . ., z, alappontban felvett fy, f1,..., fa
értékét tudjuk. Ez a helyzet példaul akkor, ha az adatok diszkrét pontokban végzett
mérésekbdl szarmaznak. A matematikai analizis modszereit ezekre a diszkrét pontok-
ban adott fiiggvényekre kozvetleniil nem tudjuk alkalmazni. Ezért a pontokra elészor is

folytonos fliggvényt illesztiink.

De vajon milyen fliggvény alkalmas kozelits fliggvénynek? Tekintslink most el at-
tol, hogy minden szamitogép szamrendszere diszkrét, és tegyiik fel, hogy végtelen sok
tizedesjeggyel is tud dolgozni. Azonban még egy ilyen gép is csak véges sok utasitést
tud elvégezni. Azt mondjuk, hogy egy fliggvény racionalis, ha felépithet§ véges szami
Osszeadéas, kivonés, szorzas és osztés segitségével. Nyilvanvaloan fliggvénykozelités cél-
jaira csak ilyen fiiggvények alkalmasak. Ezek koziil is a polinomokra szoritkozunk, ezek
ugyanis a legkonnyebben kezelhets és a legkedvez&bb analitikus tulajdonsagokat kovets

fiiggvények.

11
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2.1. Folytonos fiiggvény kozelitése Taylor-polinommal

Legyen f az [a, b] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, és z¢ az [a, b] intervallum
egy belsé pontja. Ha f (n + 1)-szer folytonosan differencidlhaté [a, b]-n, és az xo pont
kornyezetében szeretnénk polinommal kozeliteni, akkor erre hasznalhatjuk az f xy koriili

n-edfoku (vagy n-nél alacsonyabb fokt) Taylor-polinomjat:

f'(xo)

1!

f(")(xo)

n!

p(z) = f(zo) + (x —xo)+ ...+ (x — x0)".

A mar latott Taylor-formula szerint az f fiiggvény és az n-edfoka Taylor-polinomjanak

eltérése
_ f(n+1) (5) n+1
(@) = ple) = "oy (= )™, 21)

ahol ¢ valamely pont az x és az xg kozott.
Példaul egy f : R — IR fiiggvény x = xy ponthoz tartozé elsfokit Taylor-polinomja

(n =1 eset) a

f'(x0)

1! (x —x0) = f(w0) + f’(xg)(x — x0)

p(x) = f(xo) +

polinom (ami nem mas, mint az f x¢-beli érintéje), hibaja pedig

(&) — (@) = F(@) — Flz0) ~ P — o) = T (@ — )

ahol ¢ valamely pont az x és az xg kdzott.

Vegyiik észre, hogy az n-edfokd Taylor-polinom értéke és elsé n derivaltja az z = =z
pontban megegyezik az f fliggvényével.

A 2.1 &bran az f(x) = %(:L‘ —1)%+ 3 fiiggvény x¢ = 3 ponthoz tartozo elséfoki Taylor-
polinomjat lathatjuk. A Taylor-polinommal val6 kozelitésnek a kovetkezs hatranyai van-

nak:

1. A (2.1) egyenl8séghdl lathato, hogy a kozelités altalaban jobb azokban az x pontok-
ban, amelyek kozel vannak xy-hoz, és rosszabb azokban, amelyek téavol vannak xq-tol.
(Ez a 2.1 abran is megfigyelhets: a p(z) elséfoka Taylor-polinom az zy = 3 pont
kozelében halad a legkozelebb az f fiiggvény grafikonjéhoz.) Azaz a kozelités nem
egyenletesen jo az adott intervallumon. Ezért a Taylor-polinommal vald kozelitést

csak az zp-hoz kell6en kozeli x pontokban szokasos hasznélni.

2. Olyan kozelitést szeretnénk, amelyre egy adott intervallumban a maximalis hiba tet-

sz6legesen kicsivé tehets. A Taylor-polinomnal ez csak akkor teljesiil, ha a maradék-
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20

(x) = @)+ (3)(x-3)

-5 L L L I
-2 -1 0 1 2
X

w ¥
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o

2.1. dbra. Az f(z) = $(x — 1)® + 3 fiiggvény zo = 3 ponthoz tartozo els6foka Taylor-
polinomja.

tag nullahoz tart, mikozben n tart a végtelenhez. Ehhez f Osszes derivaltjanak
léteznie kell, és x az xq pont koriil Taylor-sorba fejthets kell, hogy legyen, ami nem

mindig teljesiil.

2.2. Az interpolaciés polinom

Ratériink a II.) alapfeladat targyalasara. Tegyiik fel, hogy az f : R — R fliggvényt csak
az o, T1,...,T, pontokban ismerjiik. Jelolje fy az f(zy) figgvényértéket, k =0,1,...,n.
Olyan p polinomot keresiink, amelynek fokszama legfeljebb n, és teljesiil, hogy p(zx) =
fr, k=0,1,... n. Az x; pontokat interpolaciés alappontoknak, az f; értékeket in-
terpolalt értékeknek, p-t pedig interpolacidés polinomnak nevezziik. Az interpolécios

polinom létezését és egyértelmiiségét biztositja az alabbi tétel.

2.2.1 Tétel. Pontosan egy olyan polinom létezik, amelynek fokszdma legfeljebb n, és az

n + 1 kilonbozd pontban az fi. értékeket veszi fel.

Biz.: a) El6szor a létezést bizonyitjuk a képlet bemutatasaval.

Keressiink elGszor olyan legfeljebb n-ed fokd polinomot, amely az x,, alappontban 1-et, a



14 2. FEJEZET. FUGGVENYKOZELITES (APPROXIMACIO)

tobbi alappontban pedig nullat vesz fel. Jeldlje ezt [,,.

1, k=m
lm(xk):{ 0, k#m

Mivel az g, 1, ..., Tm_1, Tm+1, - - - , T, pontokban el kell tiinnie, tartalmaznia kell az x —

zy (k # m) gyoktényezdket. Ez azt jelenti, hogy a keresett polinom

n

In(2) = cpy H (x — x)

=0
k#m

alakt, ahol ¢, allando. Ezt az allandot az [, (x,,) = 1 feltételbdl hatarozhatjuk meg,

amibdl
1
Cm = —5
H (xm - xk)
k=0
k#m
igy az

- r — T
In(x) = —_—
(@) =11 pra—
k=0
k#m
alakhoz jutunk. Vegyiik észre, hogy ha mindegyik alapponthoz felirjuk a megfelels [,
figgvényt (m = 0,1,...,n), akkor ezekbdl linearis kombinacioval Gsszerakhatunk egy

olyan p € P, polinomot, amely mindegyik pontban az elGirt interpolalt értéket veszi fel,

nevezetesen a kovetkezd modon:
p(@) == () fim-
m=0

Lassuk is be, hogy p az x; pontokban az f; értékeket veszi fel: az xp-t behelyettesitve
p(z) képletébe

p(ee) = 3 (@) f

Ebben az 6sszegben csak az m = k indexd tag nem nulla, és az éppen fi-val egyenld.
Tehat

plzy) = fr, k=0,1,...,n.
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b) Az egyértelmtiséget indirekt modon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy két polinom is ren-

delkezik a kivant tulajdonsagokkal, azaz

plzy) = fr és qlzg) = fr, k=0,1,...,n.

Jelolje d a p — q kiilonbséget. Ekkor

d(xy) = p(og) —q(ar) = f = fr =0, k=0,1,...,n.

Igy d egy n-nél nem magasabb fokszamu polinom, amelynek n + 1 kiilonb6z6 zérushelye
van. Ez csak ugy lehetséges, ha d azonosan nulla, azaz p = q.

Az [, polinomokat Lagrange-féle interpolaciés alappolinomoknak, p-t pedig inter-
polacidés polinomnak nevezziik. A p polinom fenti, az alappolinomokkal felirt alakjat
az interpolaciés polinom Lagrange-féle alakjanak hivjuk.

[lusztracioként az dbran megtekinthetiink egy hat alappontra illeszkedd interpoléacios poli-
nomot.

Feladat.
Legyenek egy fliggvény értékei az xo = 0,21 = 1,25 = 2 és x3 = 3 alappontokban rendre fy = =5, f; =
—6, fo = —1 &s f3 = 16. Irjuk fel az ezen pontokra illeszkedd interpolacios polinom Lagrange-féle alakjat.
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22

20— -

18 -

16— -

14+ -

12 -

10 -

sl 4

6

L L L L L L
o 1 2 3 4 5 6 7

2.2. abra. Hat alappontra illeszkedd interpolacios polinom.

Megoldds: Az alappolinomok:

3

lo(z) = roap _x—m z—wy ar—a3 _ (r—-1)(@—2)(z—3)
b0k To—w1 So—az To—ws  (—1)-(-2)-(-3)

Tehét az interpolacios polinom:

pa) = - (=5) =) (64
G _(i)g ST 13(33 =) (16).

2.2.1. Newton-féle alak

A Lagrange-interpolacionak az a nagy hatranya, hogy tjabb alappontot felvéve a szamita-
sokat elolrél kell kezdeniink, nem tudjuk az eddigi eredményeket kozvetleniil felhasznélni.
A tovabbiakban az interpolaciés polinom olyan alakjaval foglalkozunk, amelynél ez a
hatrany kikiiszobolhetd.

Legyen f : IR — IR, és xg,x1, T2, ... € D(f) paronként kiillonb6z6 alappontok.

2.2.2 Definicié. (Os:ztott differencidk)

Nulladrendi osztott differencidknak nevezzik az

flzi] = f(z:)
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fligguényértékeket.

Elsorendi osztott differencidknak nevezziik az

flziva] — floi]

Tiv1 — X4

flwi, xipa] =

hdanyadosokat.

Tovdbbmenve, ha k € INT, akkor a k-adrendi osztott differencidkat az

flxicts o Tivr] — flziy oo Tigr—1]

LTivk — T4

flei, wicy, o Tigr] =
rekurziv képlettel definidljuk.

Kiszamitasukhoz érdemes un. differenciatablazatot késziteni. Irjuk fel egymas ala az
alappontokat, és mindegyik mellé a hozza tartozé nulladrendid osztott differenciat, majd

a tovabbi osztott differencidkat a 2.1 szerinti elrendezésben.

o flro]
f[xo,xﬂ
vy flo] flwo, x1, 2]
f[ﬂfhl'z] f[SCo,QJl,ZL‘Q,x:s
Ty fla] flay, w2, x3]
f[$2,373]
r3  flxs]

2.1. tdblazat. A differenciatablazat négy alappont esetén.

A kovetkez§ tétel az interpolacios polinomot az osztott differenciakkal fejezi ki.

2.2.3 Tétel. (Az interpoldcids polinom Newton-féle alakja)

A p interpoldcios polinom elddll a

p(x) = flxo] + flzo, z1] - (x — o) + flwo, T1, 22) - (2 — 20) (X — 1) + ...
oot flroy o xn] s (T —x0) - (X — 2pq) (2.2)

alakban.

Az interpolécios polinom felirasdhoz tehat a differenciatdblazatban aldhizott elemek kel-
lenek. Lathato, hogy egy tjabb alappont hozzévételekor csak egy 10j tagot kell hozzaadni
a korabbi alakhoz, és ez a tag a méar elkészitett differenciatablazat kib&vitésével konnyen

kiszamithato.
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Feladatok. 1. Irjuk fel az interpolaciés polinom Newton-féle alakjat, ha zo = —1, 1 = 0, 29 = 1,
I3:2,ésf0:1,f1=—1,fgz—l,fgzl.

Megoldds: Készitsiik el a differenciatablazatot:

-1 1
=2
0 -1 1
0 0
1 -1 1
2
2 1

Ebbél p(z) =1+ (=2)(z + 1) + 1(z + 1)z.

2. Vegyiink fel egy tjabb alappontot: x4 = 3, fy = 2, és irjuk fel az 0j p(x)-et!

Megoldds: A kibsvitett differenciatablézat alapjan p(z) = 1+ (=2)(z+ 1)+ 1(z + 1)z +0+ § (z + 1)z(z —
1)(x —2).

—1 1

-2
0 -1 1

0 0
1 -1 1 é
2 1 ’ L E

2

1

3 2

2.2.2. Az interpolaciés polinom hibaja

Az interpolacios polinom alkalmazasa folytonos fliggvény kozelitésénél is szoba johet (I.
alapfeladat). Tegytik fel, hogy az f : I — IR folytonos fiiggvényt szeretnénk polinommal
kozeliteni. Vegytink fel alappontokat I-n, és az (z;, f(z;)) pontokra illessziink interpolacios
polinomot. Kérdés: mennyire jol kozeliti a kapott p fiiggvény az f-et? Ha f kellGen sima,
akkor tudunk képletet adni a hibara:

2.2.4 Tétel. Legyen f : I — IR n + 1-szer folytonosan differencidlhato fiigguény, p az a
legfeljebb n-edfoki polinom, amely az I intervallum n + 1 kilonbozé xp (k =0,1,...,n)
pontjaban interpoldlja f-et, és x € I tetszdleges pont. Ekkor az x-et €s az 0sszes xy, pontot

tartalmazo legszikebb intervallum tartalmaz a belsejében eqy olyan & pontot, amelyre

(@) = p(a) = Fogypen (), 23)




2.2. AZ INTERPOLACIOS POLINOM 19

ahol
wp(z) == (x —xo)(x — 1) - -+ (T — ). (2.4)
P f
P
|
|
|
— . :
X1 X X2 X3
Biz.:

e r = xp-ra nyilvanval6 az allitas, hiszen ekkor (2.3) mindkét oldala tetszéleges &-re

nulla.

e Tegyiik fel, hogy x # ) minden k-ra, és rogzitsiik z-et. Tekintsiik a
g(t) == f(t) — p(t) — cwn(t) (2.5)
segédfiiggvényt, ahol c egyeldre tetszéleges alland6. Nyilvan
gxg) =fu—fr—0=0, k=0,1,...,n.

Valasszuk meg c-t ugy, hogy a g fiiggvény t = z esetén is tiinjon el, azaz f(z) —

p(x) — cwp(x) = 0 legyen. Ebbal

F(#) ~ pla)

wn ()

Ezen c-vel g-nek legalabb n + 2 gyoke lesz: xg,x1,...,2z, és x, és valamennyi az
I intervallumra esik. Rolle tétele szerint ¢’-nek legalabb n + 1 gyoke van, ¢”-nek
legalabb n és igy tovabb, a ¢g"*Y-nek legalabb egy. Ezek abban a legsztikebb inter-

vallumban vannak, amely tartalmazza az g, x1,...,x, és x pontokat. Legyen £ a
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g fiiggvény egy ilyen gydke. A (2.5) egyenlséget n + 1-szer derivalva
g" () = fOI(E) - e(n + 1))

A t = £ helyettesitéssel
FrD(E€) = e(n +1)!

Figyelembe véve ¢ megvalasztasat, éppen a (2.3) egyenldséget kapjuk.

Alkalmazzuk a tételt n = O-ra (egy darab alappont)! Ekkor p nulladfoku polinom, azaz

konstans fiiggvény, értéke minden pontban f(x(). Ekkor a (2.3) egyenlgség specialisan
f(x) — f(zo) = (x — z0) f'(£), ahol € x és xy kozotti,

és ez az analizisbdl ismert Lagrange-kozépértéktétel.

Tekintsiik most az n = 1 esetet (két alappont). Ekkor linearis interpolaciorol beszéliink.
A (2.3) egyenlGség:

(z — mo)(z — 1)
(@) - plo) = = e

Megjegyzés: A 2.2 abran lathat6 az interpolacios polinom hasznéalatanak {6 hatranya. Az
alappontok kozott — az abran ez kiilonosen az elsé és az utols6 részintervallumon szem-
betling — a fliggvény tulsagosan ingadozik. Minél nagyobb fokszamu az interpoléacios
polinom (azaz minél t6bb alappont van), altalaban annél nagyobbak az illesztett gorbe
ingadozésai. (Ennek oka az, hogy egy n-edfoki polinom derivaltja (n—1)-edfoki polinom,
amelynek akar n — 1 zérushelye is lehet. Ahol pedig a derivalt nulla, ott az interpolacios
polinomnak lokalis szélsGértéke vagy inflexios pontja van.) Ezért az interpolacionak ezt a
legalapvetGbb modjat a gyakorlatban ritkan hasznéljak gorbék illesztésére.

Példak

1. Legyen I C R intervallum, f € C?(I). Interpolaljunk linearisan az xo € I és x1 € I pontok kozott.
1 = M?
Megoldds: Az |W| kifejezés a maximumat az [xo, z1] intervallum kozepén veszi fel, értéke
(21=20)° A keresett hibakorlat teht

Mekkora az elkdvethetd legnagyobb hiba az (zo, 1) intervallumon, ha sup,, 1|

2. Mekkora lépéskozzel készitsiik el a sin fiiggvény fliggvénytablazatat, hogy utana két szomszédos
alappont kozott linearisan interpolélva a hiba ne legyen nagyobb, mint 10~4?
Megoldds: Az f(x) = sinx fiiggvény masodik derivaltja f”(x) = —sinz, igy |f”(z)] < 1 minden
z-re. Vagyis az M = 1 korlat mellett alkalmazhatjuk az 1. feladat eredményét. Ha két szomszédos

alappont tavolsaga h, akkor barmely x pontban fennall az

f@) = pla)| < % -1
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becslés. Ezért ha %2 <1074, azaz h < /8 -1072, akkor megfelels lesz a fiiggvénytablazat.

2.3. A legkisebb négyzetek moédszere

Jelolje tovabbra is xq, 21, . . ., x,, az alappontokat, és fo, f1,..., fn a hozzajuk tartozo fliigg-
vényértékeket. Az interpolacios polinom éppen atmegy mindegyik ponton. Sokszor azon-
ban az értékek mérésekbdl szarmaznak, tehat nem egészen pontosak, igy enyhithetiink
azon az elGirdsunkon, hogy az illesztett fliggvény mindegyiken pontosan atmenjen, elég
nekiink, ha valamilyen értelemben kozel halad a pontokhoz. Emellett a pontokra ranézve
esetleg latjuk, hogy azok durvan egy egyenes vagy parabola mentén helyezkednek el.
Olyan p polinomot szeretnénk talalni, amely adott fokszam, és valamilyen értelemben a

legkozelebb halad az 6sszes ponthoz. Kérdés: hogyan értsiik a kozelséget? Lehetne a

> 1w = plaw)]

Osszeget hasznalni, de ennek hatranya, hogy az abszolut érték fliggvény nem differen-
cialhato. FEzért helyette minden tagban négyzetre emeljiik a kiilonbséget. A legkisebb

négyzetek modszere azt az adott fokszamu p polinomot hatarozza meg, amelyre a

n

> [fe — plan)]?

k=0

kifejezés értéke minimalis.
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Nézziik el6szor azt az esetet, amikor a pontokra p(z) = ¢+ ¢y alaku elssfokt polinomot,

azaz egyenest illesztiink. Mely ¢y és ¢; esetén lesz minimalis a fenti Gsszeg, vagyis a

n

Z[fk — Cy — 01%]2

k=0

kifejezés? Itt xy és fx, k =0,1,...,n adottak, és a (cg, ¢;) szampartol fiiggs
F: (co,c1) = Z[fk — ¢ — 1)’
k=0

IR? — IR fiiggvény minimumhelyét keressiik. Az analizisbél ismeretes, hogy egy ilyen
fiiggvénynek ott lehet minimumbhelye, ahol a derivaltja (gradiense) nulla. Derivaljuk tehat

co és ¢y szerint ezt a fliggvényt:

g—f; = > aml (1
g—i = ;2[fk—co—clxk]'(_$k)-

Ezeket nullaval egyenlévé téve — egyszertisitések utan — a

n

Y I —co—cm] = 0
k=0

Z[fkifk —cozy, — a1y = 0.

k=0

lineéris algebrai egyenletrendszert kapjuk. Matrixos alakban:

vt S| o] [ Tt |
D k0 Tk D p_oTF 1 > reo ek

Ezt kell megoldanunk a cg, ¢; ismeretlenekre. A megoldéas valoban minimumbhelye lesz az

F fiiggvénynek, ugyanis az F' mésodik derivaltjanak métrixa

20n+1) 2370,k
2 ZZ:O Ty 2 ZZ:O T

amelynek mind a bal fels§ eleme, mind pedig det F” = 4(n + 1) Y _ 22 — 43—, xx)?
determinansa pozitiv. (Az utobbi allitas abbol kovetkezik, hogy minden n € IN;n > 1

9

F”(Co, Cl) = [

szamra fennall az (n +1)(ax2 + 22 + ... +22) > (2o + 21 + ... + 2,,)? egyenlStlenség.
0 1 n
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Altalanos, esetben, ha N-edfoki polinomot akarunk a pontokra illeszteni, akkor N +1-
ismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszert kapunk. Az ilyen egyenletrendszerek meg-
oldasaval b&vebben foglalkozunk a 7. fejezetben.

Példa

Keressiik meg a 29 = 0, 1 = 1, 29 = 2 alappontokhoz és az fy = 1, fi = 2, fo = 3/2 fliggvényértékekhez
tartozd négyzetesen legjobban kozelits elséfoku fiiggvényt.

Megoldds: Mivel n+1 = 3, 1 _qxr = 3, Dpo®h =5, Do fe = 4,5 68 >, _o fezy = 5, igy a

megoldand6 egyenletrendszer:
3 3 Co . 4,5
35| a 5 |7

3cog+3c1 =4,5

vagyis

300 +5Cl =5

A kétismeretlenes rendszer megoldasa: ¢y = %, c1 = i, igy a keresett fiiggvény a p(x) = % + %x.
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3. fejezet
Kozelit6é integralas

Legyen f : [a,b] — IR egy Riemann-integralhato fliggvény. Kivancsiak vagyunk a fligg-
vény integraljara az [a,b] intervallumon. Az analizisbdl ismeretes, hogy ha f Riemann-
integralhatd az [a,b] intervallumon és létezik F' primitiv fliggvénye, akkor a Newton—

Leibniz-szabaly értelmében

/ F@)de = F(b) — Fla).

A primitiv fliggvényt azonban nem mindig tudjuk meghatarozni. Ezért van sziikség olyan
modszerekre, amelyekkel az fab f(z)dz integralt legalabb kozelitleg ki tudjuk szamitani.

A legegyszeriibb otlet erre azon alapszik, hogy a Riemann-integral (nemnegativ fiig-
gvény esetén) szemléletesen a grafikon alatti teriiletet adja meg, kozelitsiik tehat ezen
alakzat teriiletét valamilyen egyszeri alakzat teriiletével, amely a fliggvény néhény pont-
ban felvett értékébdl kiszamithato. Ennek kiilonféle lehet&ségeit tekintjiik a4t a 3.1. alfe-
jezetben. A kozelitG integralas formulait szokas kvadrattraformuldknak is nevezni. (A
Jkvadratura” szo arra az elemi teriiletszamitasi modszerre utal, amikor a fiiggvény grafikon-
jat négyzethalos papirra vissziik, és Osszeadjuk a gorbe alatti kis négyzetek teriiletét, de

altalanosan is igy nevezziik a kozelitd integralasi modszereket.)

3.1. Az alapvet6 kvadratiraformulak

Jelolje h := b — a az intervallum hosszat. Ismerkedjiink meg elGszor két alapvets kvadra-

taraformuléval.

1. Kozépponti szabaly: annak a téglalapnak a tertiletével kozelitjiikk az integralt,

amelynek alapja h, magassédga pedig az intervallum ¢ = “T*b felez&pontjaban felvett
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fiiggvényérték, azaz

k(f) = h-f(e).

2. Trapézszabaly: annak a trapéznak a teriiletével kozelitjiilk az integralt, amely-
nek alapja h, oldalainak hosszai pedig az intervallum két végpontjaban felvett fiig-

gvényértékek, azaz

Egy kvadraturaformulét jol jellemez az, hogy hogyan viselkedik kiilonb6z6 fokszému poli-
nomokra. Egy kvadratiraformula rendje annak a legalacsonyabb foka polinomnak a fok-
szdma, amelyre a formula mar nem adja meg pontosan az integralt. Pl. a kozépponti
és a trapézszabaly minden f els6fokd polinomra pontos, de a mésodfoki polinomokra
mar nem, ezért masodrendd kvadraturaformulaknak nevezziik Sket. Altalaban ha egy
p-edrendid kvadrataraformulat megfelelGen sima fliggvényre alkalmazunk egyre csokkend

hosszisagu intervallumokon, akkor a teriiletszamitas hibaja h p-edik hatvanyéaval aranyos.

Alkalmazzuk a kozépponti és a trapézszabalyt az f(z) = x? fiiggvényre a [0, 1] inter-
vallumon!

Az integral pontos értéke

A kozépponti szabaly eredménye

a trapézszabalyé pedig 01 1

W=t-—5-=3
Igy k(f) hibaja % — 411 = %, t(f) hibaja pedig %—% = —%. Latjuk, hogy a hibék ellentétes
elGjeltiek, és a kozépponti szabdly kétszer olyan pontos, mint a trapézszabaly. Ezt az
észrevételt felhasznalhatjuk arra, hogy még pontosabb formulat gyartsunk.
Nyilvan, hogyha ¢(f) hibaja pontosan —2-szerese k(f) hibdjanak a vizsgélt f(z) = x*
fiiggvény esetén, akkor az

I=t(f) = =2(I = k(f))

egyenlet I megoldasa az integral pontos értékét adja. Ebbdl I-t kifejezve az

I= k() + 31()
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képletet kapjuk, amelyet kezelhetiink Gjabb teriiletszamitasi formulaként. Az igy nyert

1

(1) = SR+ 51(1) = g (F(@) +4£(0) + )

formuldt Simpson-formulanak vagy parabolaformulanak nevezziik. Errél egyel6re an-
nyit tudunk, hogy az f(z) = z? fiiggvényre pontos a [0, 1] intervallumon.
A kiilonbo6z6 kvadraturaformulak szemléltetésére szolgal a 3.1. abra. (A Simpson-formulanal

feltiintetett alakzatot kés6bb magyarazzuk meg!)

k(f) t(f) s(f)

DA

/ N\

3.1. abra. A kozépponti szabdly, a trapézszabély és a Simpson-formula szemléltetése. A
kozelitd integral a rozsaszinnel szinezett alakzatok tertilete.

Kvadraturaformulédkat masképpen is szarmaztathatunk, pl. tgy, hogy f-et helyettesitjiik
valamely interpolacios polinomjéval, és ezen interpoléciés polinom grafikon alatti teriiletét
szamitjuk ki. Ezzel foglalkozik a kovetkezs alfejezet, amelyben mar részletesebben megvizs-
galjuk a kvadrataraformulak hibajat. Megtudjuk azt is, hogy a Simpson-formulat miért

nevezik mésképpen parabolaformulanak.

3.2. Interpolaciés tipusu kvadratiraformula

Legyen [a,b] C R zart intervallum, és xg,z1,...,2, € |a,b] tetszSleges alappontok. Az

f i la,b] — R figgvény integraljat kozelitsiik az 6t interpolalé polinom integraljavall



28 3. FEJEZET. KOZELITO INTEGRALAS

Az interpolacios polinom hib4jarol tanultak értelmében, ha f € C""la,b], akkor egy

x € [a,b] pontban a hiba

(n+1)
]EnTl()g!)wn(x), (3.1)

ahol p(z) = >} _,lk(x)f(zy) az interpolaciés polinom, és £ az z-et és az alappontokat

f(x) = plz) =

tartalmazo legsziikebb intervallum valamely pontja. Integraljuk a (3.1) egyenletet az
[a, b] intervallumon! Vigyazzunk, hogy mivel a fenti képletben ¢ fligg az x ponttol, és itt

x szerint integralunk, a jobb oldalon & z-fliggését figyelembe kell venni.

b b [ n b (D) (¢(
/af(x)dx—/a (;}lm(x)f(xm)) da::/a ]C(T(fl()!»wn(x)dx. (3.2)

A bal oldali masodik tag az integral kozelitése, amely masképpen a

n

)3 ( / b zm<x>dx) f(m) (3.3)

m=0

alakba irhato, a jobb oldali tag pedig a kozelités képlethibéja.

3.2.1 Definicio. A 3.3 kifejezést interpolacids tipust kvadratiraformulanak hivjuk.

3.2.2 Definicié. Altaldnosan a Y. _ Apf(xm) alaki kifejezést linearis kvadratirafor-

mulanak, az A,, szdmokat pedig a kvadratiraformula egyiitthatoinak nevezziik.
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Az interpolacios tipusi kvadraturaformula tehat olyan linearis kvadrataraformula, amely-

nek egyiitthatoira specidlisan

b
A ::/ ln(z)dz, m=0,1,... n.

Sokféleképpen lehet szarmaztatni linearis kvadratiuraformulakat. Az interpolaciés tipusia

azonban rendelkezik a kovetkezd elényos tulajdonsaggal.
3.2.3 Tétel. Egy linedris kvadratiraformula akkor és csak akkor pontos minden legfeljebb

n-edfokid polinomra, amikor interpoldcios tipusu.

Biz.: (<) Visszafelé¢ az &llitas nyilvanvaloan kovetkezik abbol, hogy egy legfeljebb n-
edfokid polinom interpolaciés polinomja énmaga.
(=) Mivel az l;,5 = 0,1,...,n Lagrange-féle alappolinomok n-edfokt polinomok, ezért

mindegyikiikre pontos a kvadratiraformula. Azaz

b n
/ L(z)de =) Aplj(m) = A;.
a m=0

Az utolso lépésben felhasznaltuk, hogy l;(z,,) = 1, ha m = j, és 0, ha m # j.

3.2.1. Newton—Cotes-formulak

3.2.4 Definici6. A (3.3) interpoldcids tipusi kvadratiraformuldt Newton—Cotes-formuldnak
nevezziik, ha |a,b] felosztdsa egyenldkozi, azaz x; == a + ib’Ta, (t=0,1,...,n). Tovdbbd,

zdart Newton—Cotes-formuldrol beszélink, ha a és b is alappont.

Specialis esetek

e n = 1, azaz két alappont van: xy = a és x1 = b. Ekkor az interpolécioés polinom

legfeljebb elséfoku. Szamitsuk ki a formula egyiitthatoit!

b b b 2 b
T — I z—b 1 T
0 /a o(w)dx /axo—xlx /Qa—bx a—b{2 x]a

1 E—#—£+w 1 0P —d+2ab
Ca—b\2 2 a—b 2 ~ 2(a—0) 2

Hasonl6an,

Igy a jol ismert
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trapézformulat kapjuk. Nem jutottunk tehat Gj modszerhez, de észrevételiinket
felhasznalhatjuk arra, hogy meghatarozzuk a trapézformula képlethibéjat. A kép-
lethiba f € C?a,b] fiiggvényekre, (3.2)-bdl, integral-kozépértéktételt alkalmazva
(x — (x —a)(x — b) integralhato, elGjeltartod fliggvény, és f”(£(x)) folytonos flige-

/abf—t /f// 5 (x —a)(z — b)dx

=7 [ e = o) = byt = =10

ahol x € [a, b] valamely pont.

vény):

n = 2, azaz harom alappont van: xg = a,x, = “—H’ és o = b. Ekkor az interpolacios

polinom legfeljebb mésodfoki, az egylitthatok:

Ezekbdl kapjuk a mar szintén ismert

a+b
2

o=

(f(a) +4f(c) + (b)), c=

Simpson- vagy parabolaformulat, amely tehat nem més, mint a fiiggvényt kozelits,
f(a), f(c) és f(b) értékekre illeszkedd masodfoku interpolacios polinom grafikon
alatti teriilete, lasd a 3.1. &bra jobb oldali grafikonjat. Képlethibdja f € C*[a, b]
fliggvényekre (bizonyitas nélkiil)

[r=sn= [ B (o= 50 e - e =~ 0,

ahol x € [a, b] valamely pont.

3.2.5 Kovetkezmény. A Simpson-formula a harmadfoki polinomokra is pontos,
mert azok negyedik derivdltja nulla. Negyedfokiakra mdr nem pontos, igy negyed-

rendd kvadratira-formuldrol van szo.

3.2.2. Osszetett kvadrataraformulak

Kérdés: Mit tegyiink, ha ezek az egyszerd formuldk nem elég pontosak? Olyan formula

kellene, amellyel az integralt tetsz6leges pontossaggal meg tudjuk kapni.

Az 0Osszes fenti formula képlethibajabol jol lathato, hogy minél kisebb h, azaz minél

rovidebb az [a, b] intervallum, annal kisebb a hiba. Ez azt az Gtletet adja, hogy osszuk fel
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kis részekre az [a, b]-t az xog = a, x1, . .., T, = bosztopontokkal (igy m db részintervallumot

kapunk) és szakaszonként alkalmazzuk ezeket a formuldkat: minden részintervallumon

kozelitjiik az integralt, és ezeket a kozelits integralokat Osszegezziik (hiszen az integral

additiv). Az egyszeriiség kedvéért dolgozunk ekvidisztans felosztassal, ekkor minden egyes
b—a _ h

részintervallum hossza Ah = ==

Osszetett trapézformula

Ha pl. a trapézformulat alkalmazzuk, és m = 2 ill. m = 4 egyenl§ részre osztjuk az [a, b]-t
akkor a 3.2 abran szaggatott vonallal berajzolt kis trapézok Osszteriiletével kozelitjiik az
integralt. Ekkor

m—1

/ = Z / f Z Pl @) = S +2 3 fa)F(wn) = (D).

i=1

Trapézszabaly, n =2 Trapézszabaly, n = 4

X X

3.2. abra. Az f(x) = < Sln 6z + = — 1 fiiggvény grafikon alatti teriiletének kiszamitasa a
[3, 4] intervallumon az osszetett trapézszabéllyal n = 2 és n = 4 részintervallum esetén.
Az integralt a szaggatott vonallal hatarolt tartoményok teriiletének osszege annal jobban
megkozeliti, minél tobb részre daraboljuk az intervallumot.

Az dsszetett trapézformula képlethibaja f € C?[a, ] fiiggvényekre

m

b m —A 3 3
[ 7 —talh =Y =5 1) =~ D ), (35

i=1 i=1
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ahol k; € [x;_1,x;]. Az 237" f"(k;) kifejezés m darab fiiggvényérték szamtani kbzepe.

Tegyiik fel, hogy f € C?[a,b]. Ekkor f” valamely n € [a,b] helyen felveszi ezt a szdmtani

kozepet. Ebbdl a képlethiba a
h3
— ")

12m?2
alakba irhat6. Mivel f” folytonos az [a,b]-n, igy korlatos is, azaz |f”| < K. Igy a hiba

abszolut értékben feliilrsl becsiilhets a kovetkezSképpen:

h3

12m?2

K = KAR?,

h3
‘_ 12m?

f”(n)‘ <

ahol K = 1—h2K szintén konstans. A KAR? felsé korlat Ah — 0 esetén nulldhoz tart,
igy a lépéskoz finomitasaval tetszéleges pontossag elérhets. Fz a nulldhoz tartas a négy-
zetfiiggvény sebességével torténik (azaz ,méasodrendben”), ami azt jelenti, hogy ha Ah-t
q-ad részére csokkentjiik, akkor a hibakorlat g¢?-ed részére csokken. (Hiszen valamely
Ah lépéskozhoz K Ah? hibakorlat tartozik, mig a Ah/q lépéskozhoz K (84)? = Kq&)
Elényos, ha minél nagyobb ez a hatvany, azaz minél magasabb rendben tart a hiba nul-

lahoz.

Osszetett Simpson-formula

Legyen ismét o; = a + iAh (i = 0,1...,m),Ah = &2 ¢, = =182 (G — 1 ). Az

m 2

Osszetett Simpson-formula a kovetkezSképpen irhato fel:

[ 7= S )+ 45+ £(w) -

Ah

T(f(:vo) + f(zm) +2 Z f(z;) +4Zf(yi)) =: sm(f).

Képlethibaja f € C*[a, ] fiiggvényekre

b h5
|7 = sl = =g £V ), 0 € fa,b) valamely pont.

Mivel |fIV]| < K, ez a hiba abszoltt értékben feliilrsl becsiilhets a

h5

e < WAH
m

kifejezéssel. Ez a hibakorlat Ah — 0 esetén negyedrendben tart nulldhoz, igy az Gsszetett
Simpson-formula magasabb rendben pontos kozelitést nyijt, mint az Osszetett trapézfor-
mula.
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Feladat. Szamitsuk ki az fol x3dx integral kozelits értékét a trapézformulaval. Becsiiljiikk meg a hi-
bat, majd hasonlitsuk Ossze a pontos értékkel. Végezziik el a szamitasokat a Simpson-formuléval is.
Ha az integralt az Osszetett trapéz- ill. az Osszetett Simpson-formulaval, 10~# pontossiggal szeretnénk

kozeliteni, akkor hany részre daraboljuk ehhez a [0, 1] intervallumot?

Megoldds: A trapézszabaly eredménye t(f) = % A 3.2.1 hibabecsls képlet hasznalatahoz kiszamitjuk az
f(z) = 23 fiiggvény masodik derivaltjat: f”(x) = 6z. Ebbél |f”(z)| < 6 Vx € [0,1], igy | fol r3dr—t(f)| <
% -6 = % Az integral pontos értéke i, amelytdl az % kozelits érték tavolsdga valoban kisebb, mint % A
Simpson-formula eredménye s(f) = i ami pontos, és ez nem is meglepd, mivel a hibabecsl6 formulaban

szerepld negyedik derivalt az f(z) = o3 fiiggvényre nulla. Az Ssszetett trapézszabaly hibaja a (3.5) for-

mula szerint — 5 - f”(n), ami abszolt értékben kisebb vagy egyenls, mint 7 -6 = z-3. Ha egy n
szamra ez kisebb, mint 104, akkor a hiba is kisebb. Tehat minden olyan n j6, amelyre ﬁ < 107, Ebbsl

n > % = 70,71, azaz legalabb 71 részre kell darabolni az intervallumot. Az Gsszetett Simpson-formula

hibabecslésében szerepls negyedik derivalt 0, ezért az minden n-re (mar n = 1-re is) pontos.
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4. fejezet

Kozelité differencialas

Fiiggvények derivaltjanak kozelité kiszamitasara sziikségiink lehet példaul akkor, ha a
fliggvényt csak diszkrét pontokban ismerjiik, esetleg ott is csak kozelitGleg. Példaul egy
meteoroldgiai mérdalloméason a hémérséklet folytonosan fiigg az id6tél, de mérni csak bi-
zonyos id6kozonként (diszkrét idépontokban) tudjuk. A 4.1. abréan folytonos vonal mutat-
ja a valodi hémérséklet-idé fiiggvényt egy konkrét esetben, és a csillagok az éranként mért
értékeket. (Az egyszertiség kedvéért a mérések legyenek most teljesen pontosak.) Tegyiik
fel, hogy kivancsiak vagyunk arra, hogy a h&mérséklet egy kivalasztott ¢t* idépontban
milyen gyorsan valtozott. Ezt a T'(t) fliggvény t*-beli derivaltja mutatja meg. Ezt nem
tudjuk kiszamolni, mert a teljes fiiggvényt nem ismerjiik. Vajon hogyan lehet a diszkrét

pontokban felvett értékekbdl kozeliteni a keresett derivéaltat?

19

5 Tényleges hémérsékletfiiggés
185

*  Mért értékek

181

T (Celsius fok)
= -
o - ~
ol ~ o1

=
o
T

1551

15 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

t (6ra)

4.1. abra. A hémeérséklet az id6ben folytonosan valtozik, de a meteorologiai allomasokon
csak oranként mérik.
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A valos fiiggvény derivéltjanak legelterjedtebb kozelité formuldjat a differencialhdnyados
definicidja szolgéaltatja. Ismeretes, hogy az f : R — IR fliggvény xy € intD(f)-beli
derivaltjat az

o) — 1 L) = @)

T—T0 T — X
hatarértékkel definialjuk. Valasszunk ki példaul egy, az x¢-t6l jobbra 1évé x; pontot. Ha

x1 kellGen kozel van zy-hoz, akkor az f'(zq) derivalt értékét jol kozeliti az
f(z1) = f(o)
1 — T
becslés hibdjara nézve. Ha azonban a fiiggvény kétszer folytonosan differencialhato, akkor

a Taylor-tétel értelmében létezik olyan £ € (xg,x1) pont, amelyre

1, L., 2
f(z1) = f(z0) + o/ (z0)(z1 — 20) + o/ (§) (w1 — w0)".

Ezt az egyenletet (x1 — x¢)-val osztva az

Flag) — L@ ZI@0) Ly ) (4.1)

T — Xo 2!
hibaképlet adodik.

A fiiggvény derivaltjat természetesen egy x-t6l balra elhelyezkeds x_; pont segitségével,

f(xo) — fz_1)

To — T-1

az

bal oldali kiilonbségi hanyadossal is kozelithetjiikk. A fenti hibabecslé formula ekkor is
alkalmazhato, ha x; helyére x_;-et irunk.

Feladat. Kozelitsiik az f(z) = 22 fiiggvény derivaltjat az 2o = 2 pontban az xo-beli és az x1 = 2.1-beli
fiiggvényértekek felhasznalasaval. Alkalmazzuk a (4.1) formulat a hiba becslésére. Hogyan viszonyul ez
a hiba pontos értékéhez?

Megoldds: A pontos derivalt az xo = 2 pontban 4. Kozelitése a differenciahanyadossal

2,12 —22

/ ~ — =
F(2) ~ s1oa L

A kozelités hibaja tehat 0,1. A (4.1) formula szerint a hiba —1 f”/(£)(2,1 — 2), ahol £ € (20, z1) valamely
pont. Mivel f”(z) = 2 mindenhol, igy a ¢ pontban is, igy ez a kifejezés 0, 1-del egyenls. A hibabecsld

formulaval tehat ebben az esetben a hiba pontos értékét kaptuk.
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Ha a fliggvény elsé derivaltjat tudjuk kozeliteni, akkor ennek felhasznaldsaval megbec-

siilhet6 a masodik derivalt, hiszen definicié szerint

f”(xo) — lim f’(l") B f’(iﬂo)'

T—x0 Xr — J,’O

Ha tehat x; kozel van zg-hoz, akkor f”(xq)-t jol kozeliti az

f'(z1) = f'(wo)

1 — 2o

hényados. Vegyiink fel xo-t6l balra is egy x_; alappontot, és a fenti hanyadosban szerepld

els derivaltakat kozelitsik az

f(x1) = f(wo) f(xo) — flo_1)

/ T ~ s AT ! T ~
f ( 1) T — T ) f ( 0) To— T
kiilénbségi hanyadosokkal. Ha a felosztas egyenl6kozd, azaz ©y — xg = xg — x_1 =: h,

akkor ebbél az
(o) ~ f(xo+h) — Qf]g()) + f(xzo — h)

kozelits képletet nyerjiik, amely a masodik derivalt leggyakoribb véges kiilonbséges kozelitése.
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5. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

megoldasa

A foldtani jelenségek matematikai leirasaban rendkiviil fontosak a kozonséges ill. parciélis
differencialegyenletek. Ebben a fejezetben a kozonséges differencidlegyenletekre vonatkozo

kezdetiérték-feladatok numerikus megoldaséval foglalkozunk.

Tekintsiik az
{ y'(t) = ft,y(t)) teto,T] (5.1)

y(to) = Yo

kezdetiérték-feladatot. A megoldés létezését és egyértelmiisegét feltételezziik. (Ezek biz-

tositottak példaul, ha f azonkiviil, hogy folytonos, kielégiti a Lipschitz-feltételt.)

Az ilyen feladatok pontos megoldasat nem mindig tudjuk meghatérozni. Ismeretes,

hogy ha az f(t,y(t)) jobb oldal csak ¢ fiiggvénye, akkor a pontos megoldas

o0 =+ | p@)at telo.T)

alaku, tehat f integralasat igényli. Ezt sokszor nem tudjuk zart alakban elvégezni. Ha
pedig f az y-tol is fligg, a helyzet még bonyolultabb. Ekkor ugyanis a pontos megoldas
alakja

y(t) = yo + / (. y(#))ar, e 0,7]

és itt a jobb oldali integralban nem is ismerjiik y(¢)-t. Ezért a legtobb esetben kozelitd

modszereket kell alkalmaznunk.

39
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5.1. Véges kiilonbséges modszerek

Az (5.1) kozelité megoldasara az egyik legelterjedtebb modszercsalad a véges kiilonbséges
modszerek, ezért mi is ezek ismertetésére szoritkozunk.
A véges kiilonbséges modszerek alkalmazasakor a feladatot elGszor diszkretizaljuk.

A fiiggvény értelmezési tartomanyan definidlunk egy diszkrét pontokbol allo
Q.= {to,tl, ce ,tn}

racsot, amely most az egyszertiség kedvéért legyen egyenlékozii, azaz tegyiik fel, hogy a
szomszédos pontok egymastol egyenld At tavolsdgra vannak. Az ismeretlen fliggvényt a
racspontokban akarjuk kozeliteni. A kozelité megoldas tehat nem egy folytonos fiiggvény,
hanem egy tn. racspontfiiggvény lesz. Jeldljiik y;-vel a megoldas t; pontbeli kozelitését,
ahol i = 1,2, ... ,n. Fontos, hogy ezt ne keverjiik 6ssze az y(t;) jeloléssel, amely a feladat
pontos megoldasat jelenti a t; pontban! Az intervallum ty kezdSpontjaban a megoldas a
kezdeti feltételbdl ismert. Hogyan tudjuk kozeliteni a megoldas ti-beli értékét? Ehhez
hivjuk segitségiil a kozelit6 derivalas 4. fejezetben tanult modszerét! A to-beli derivéltat
az

ey L Y(t) —ylto)
Yy (to) ~ A

hanyadossal kozelitjiik. A bal oldal az (5.1) feladat szerint f(to, y(to))-val egyenls. Itt és
a jobb oldalon y(ty) = yo a megadott kezdeti feltétel, tehat ismert. Az egyenletbdl y(t;)

kozelitSleg kifejezhetd, ez lesz a megoldas t1-beli értékének kozelitése:

y(t1) = f(to, yo) - At + yo =1 y1.
Hasonloan 1éphetiink tovabb a t, pontra:

oy o Ylte) —y(t) _y(te) =y
A e VA S v

Itt ' (t1) = f(t1,y(t1)) = f(t1,31). Ebbdl
y(tz) = ft,yn) - At +y1 = s
és igy tovabb. Igy az algoritmus az
Yirr = f(ti,yi) - At +y;, i=0,...,n—1.

egyenletrendszert adja a megoldas Q-n vald kozelitésére. (Vegyiik észre, hogy altalaban

Yir1 7 Y(tiv1), csupan azt varhatjuk el, hogy kozel legyenek egymashoz.) Ezt az eljarast
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explicit Euler-modszernek nevezziik. Az explicit Euler-moédszerrel kapott kzelité meg-

oldast szemlélteti a 5.1. abra, ahol a modszert az

{ y(t) =sint+1 tel0,2] 52)

y(0) =1

feladatra alkalmaztuk.

~Pontos megoldés
* Kzelitd megolaes

5.1. abra. Az y/(t) = sint + 1, y(0) = 1 feladat pontos megoldasa (folytonos vonal) és
az explicit Euler-modszerrel, At = 0.4-es 1épéskozzel kapott kozelité megoldasa (a sziirke
vonallal 6sszekotott pontok) a [0, 2] intervallumon.

Barmilyen megold6 moédszertdl elvarhato, hogy a kozelité megoldéas konvergéljon a feladat
pontos megoldasdhoz. Hogyan kell ezt érteni? Nyilvan azt szeretnénk, hogy az igazi
megoldast tetszéleges pontossaggal kozelitsiik, ha At-t elég kicsinek valasztjuk. Epitsiik
fel az egyre finomodo (£2,,) racshalésorozatot, és jelolje At,, az n-edik racshélo lépéskozét.
Legyen tovabba t* tetszdleges olyan pont amely valamely racshalotol kezdve mindegyikben

benne van, és jelolje k, azt a 1épésszamot, amellyel tp-bol At, 1épéskozzel 1épve éppen

t*-ba jutunk, azaz k, = (t* — to)/At,. A kozelité megoldas konvergencidja azt jelenti,
hogy
lim yy, = y(t"). (5.3)

Belathato, hogy az explicit Euler-modszer konvergens, amennyiben az f fiiggvény folyto-
nosan differencidlhato. Itt ezt nem bizonyitjuk. Helyette tanulmanyozzuk a modszert egy

probafeladaton!
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A kezdetiérték-feladat gyakran hasznalt mintafeladata a kovetkezd:

{ y'(t) = y(t) tel0,T]
y(0) =1,

ahol A € R alland6. Ennek pontos megoldésa az
y(t) =eM te[0,T]

fiiggvény. Generaljunk a [0, 7] intervallumhoz egy (€2,,) racshéalosorozatot, legyen t* € €2,
tetszdleges kozos eleme az Osszes racshéalonak (valamelyiktsl kezdve), és k, = t*/At,.

Alkalmazzuk (5.4)-re az explicit Euler-modszert!

Yo =1
Yir1 = A\ A, + vy = (1 + AAL,)y;, (5.5)

és indukcioval

Vizsgéljuk meg az y;, hatéartértékét!

At .
limyg, = lim(1 + AAt,)"™ = lim (1 + ) =M, (5.6)

Vegyiik észre, hogy e’ éppen az y(t*) pontos megoldassal egyenls. Tehat a modszer a
vizsgalt probafeladaton konvergens.

A probafeladat alapjan valamit a modszer konvergenciasebességérdl is mondhatunk. Az
Ye, = (1 4+ AAt,)! /At kbzelits megoldasra egy jol ismert logaritmikus azonossagot alka-

Imazva, majd At szerint sorba fejtve

(1+ AAt,)Bm = ¢ 2 In(14AAL)

* 2 A42
L R QAT 0(AR)

_ AT OAR)

2
A 67 A t*QAtn JrO(At%)

B Nt AL,

= €

— 6)\t* {1

+ O(A2)}.
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Azaz rogzitett t* esetén a hibéat a kovetkezd kifejezés adja meg:

Yk, — e = — N ALN + O(AL)
kozelits érték a t*-ban pontos megoldas a t-ben
(5.7)
gy v, — y(t*) = O(At,), vagyis a hiba At,-nel elsérendben tart 0-hoz. (Ez 4ltalanosan

is belathato az explicit Euler-modszerre.)
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6. fejezet

Egyenletek kozelit6 megoldasa

Az egyismeretlenes valos egyenletek egy része az egyenlet rendezésével konnyen megold-
hatd. A legegyszertibbek a linearis egyenletek, de a masodfokiakat is gond nélkiil meg
tudjuk oldani a jol ismert megoldoképlet segitségével. A harmad- és negyedfoki egyen-
letekre is létezik megoldoképlet, de mar joval bonyolultabb. Magasabbfoktu egyenletekre
pedig mér bizonyithatéan nem lehet altalanos képletet felallitani. A logaritmikus, trigono-
metrikus és egyéb egyenletek megoldéasa esetenként szintén problémat jelenthet.

Vil4dgos, hogy minden egyismeretlenes valos egyenlet a tagok bal oldalra rendezésével

felirhato
flz)=0

alakban, ahol f : IR — IR valamilyen fliggvény. A tovabbiakban az ilyen alaku egyen-
letek megoldasaval foglalkozunk. Ezen feliras mellett az egyenlet megoldéasa egyben az f
fiiggvény zérushelye, vagy mas szdval gyoke.

A megoldand6 egyenletrsl sokszor belathatd, hogy létezik gyoke. Ez a helyzet példaul
akkor, ha f folytonos, és a hatarértéke a minusz és a plusz végtelenben ellentétes elGjelt.

A nehézséget a megoldas megtaldlasa jelenti. Erre latunk most kiilonféle modszereket.

6.1. Intervallumfelezés

Legyen f folytonos az [a, b] intervallumon, és tegyiik fel, hogy f(a) - f(b) < 0, azaz f az
a és a b pontban ellentétes elGjeld. Ekkor Bolzano tétele értelmében (a,b)-ben talalhatod
legalabb egy olyan x* pont, ahol f(z*) = 0.

Felezziikk meg az [a,b] intervallumot. Ha f értéke a felez6pontban nulla, akkor f
valamelyik gyokét mar meg is talaltuk. Ha nem nulla, akkor valasszuk ki a két rész-
intervallum koziil azt, amelyiknek a végpontjaiban az f elGjele ellentétes, és az eljarast

ismételjiik meg erre a részintervallumra, és igy tovabb. A megtartott intervallumok met-

45
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szete egyetlen szamot tartalmaz, és ez az f fiiggvény valamelyik gyoke (lasd a 6.1. &brat).

250

200 =
y =f(x)
=l \ 7
> 100 B
50 =
a= X0 )(2
(]
// £ *s b= Xy

-50 I I I I

0 1 2 3 4 5 6

6.1. abra. Intervallumfelezés.

Az eljaréas vagy véges sok lépésben befejezédik (amikor valamelyik felez6pontban az f
értéke pontosan zérus), vagy elég sok 1épés utan tetszélegesen kis intervallumba szoritjuk

f valamelyik gyokét. A k-adik (k > 1) lépésben nyert intervallum hossza

b—a
ok 7

igy a részintervallum barmelyik végpontja adott ¢ > 0 hibakorlatnal pontosabban fogja

kozeliteni f [a, b]-beli egyik gyokét, ha

b—a

vagyis atrendezve

6.2. Harmodszer

Az intervallumfelezésnél a részintervallumokat mindig két egyenld részre osztottuk. Cél-
szeriinek latszik a felezési eljarast tgy modositanunk, hogy a részintervallumokat a vég-

pontokban felvett fiiggvényértékek aranyaban osszuk fel. Ez geometriailag azt jelenti,
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hogy a fliggvénynek a részintervallum végpontjaihoz tartozé hirjanak és az x tengelynek

a metszéspontjat valasztjuk osztopontnak (lasd a 6.2. &bréat).

0.25

0.2F bl

y =f(x)

> 0.05f b

-0.05F bl

-0.1F bl

-0.15 I I I I I I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

X

6.2. 4bra. A hurmodszer.

Az eljaras algoritmusa tehat a kovetkezd. Legyen az f folytonos az [a, b] intervallumon,
és legyen xg := a, x1 := b, vagy a és b kozott két olyan pont, amelyek koézrefogjak a gyokot.
Tegytik fel, hogy f(xo) - f(z1) < 0. Kossiik 6ssze az (zo, f(xo)) és az (1, f(z1)) pontot
egy egyenessel, és jeloljiik annak = tengellyel alkotott metszéspontjat xo-vel. Ekkor f(x2)
elgjelétsl fiiggden vagy az [xg, 22, vagy az [xg, z1] részintervallumon folytatjuk tovabb
az eljarast. Ha az adott lépésben zy és x; (j < k) jeloli a megtartott részintervallum
végpontjait, akkor az 6sszekots har egyenlete

fxg) — flz))

yZT%'(f—%H'f(ﬁ?k)’

amelybdl y = 0 helyettesitéssel adodik a hirnak az x tengellyel alkotott metszéspontja:

T — Ty

e — fay) L) (6.1)

Tpr1 =T =T —
6.2.1 Megjegyzés. Ha a fiigguény konvez, azaz a hir mindig a fiigguény grafikonja folott
halad, akkor az osztopontbeli fiigguényérték minden lépésben negativ lesz, ezért x; a fenti
képletben mindig x1-gyel egyenld (azaz mindig a jobb oldali részintervallumot kell vilasz-
tani). Ha pedig o figguény konkdv, akkor ennek a forditottja igaz, és x; minden lépésben

xo-val egyenld (mindig a bal oldali részintervallumot vdlasztjuk).
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6.2.2 Tétel. (Bizonyitds nélkiil) A megadott feltételek mellett a hirmddszerrel kapott (zy,)

sorozatnak létezik véges x* hatdrértéke, és ez a hatdrérték az egyenlet valamelyik gyoke.

Ez a tétel nem ad felvilagositast a konvergencia sebességérdl.

6.2.3 Tétel. (Bizonyitds nélkil) Tegyik fel, hogy f kétszer differencidlhato, és minden
x € [a,b] esetén |f'(x)| > m >0, valamint |f"(z)| < M < co. Ekkor

* M * *
[wrrr — 27| < o fon — 27| - |2y — 27, (6.2)

Vezessiik be a dj, := 3% |z, — 2*| jelolést. Ekkor (6.2) mindkét oldalét megszorozva M /2m-
mel, a d; mennyiségekre a
di1 < dpd;

egyenl6tlenséghez jutunk. Ha zq és 1 olyan jo kozelitése x*-nak, hogy d := max{dy,d;} <

1, akkor j = 0 valasztassal teljes indukcioval belathato, hogy
dpy1 < d*0 (k> 0). (6.3)

Ezzel a gyakorlatban is jol alkalmazhato hibabecsld formulat nyertiink.

6.3. Szelé6modszer

A hurmodszer esetén minden tovabbi lépés szamitéasakor meg kell vizsgalni f(xy) elGjelét,
és ennek alapjan dontjiik el, hogy az zj.1 Gjabb kozelitést melyik intervallumban vesz-
sziik fel. A harmoédszer méasik hatranya az, hogy konvex vagy konkav f fiiggvényeknél
a (6.1)-ben z; allando, mégpedig a kezdeti intervallum egyik végpontja. A (6.2) alapjan
gyorsabban konvergal6 eljarast nyerhetiink, ha minden lépésben a j = k — 1 valasztassal
dolgozunk, hiszen ha a modszer konvergens, akkor (6.2) jobb oldaldnak a hirmoédszer

esetében gyakran konstans harmadik tényezdje is nulldhoz fog tartani. Az igy nyert

T — Tk—1

T T ) = floe)

f () (6.4)

formulat szel6moédszernek nevezziik (lasd a 6.3. abrat).
Mivel a szel6modszer specialis hurmodszer, ezért hibajarol (6.2) alapjan a kovetkezot

mondhatjuk.

6.3.1 Tétel. Tegyiik fel, hogy f kétszer differencidlhato, és minden x € [a,b] esetén
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250

200

150

> 100

50

-50
0

6.3. abra. A szelémodszer.

|f'(x)| > m >0, valamint |f"(z)| < M < co. Ekkor
M * *
|z — 27| < %]xk — | |og_y — 2. (6.5)

Az egyenl6tlenség mindkét oldalat M/2m-mel szorozva a dj, := 32|z, — =*| mennyiségekre
a
di+1 < didi—1

osszefiiggés adodik. Tegytlik fel, hogy ¢ és x; olyan jo kozelitése x*-nak, hogy d :=
max{dy, d;} < 1. Ekkor teljes indukcioval belathato, hogy

dpr < d™ (k> 0), (6.6)

ahol v, a v =0, 1 =1, 7% = Yk—1 + 7x—2 rekurzioval megadott Gn. Fibonacci-sorozat
k-adik tagja. A (6.6)-t a (6.3) egyenl6tlenséggel Gsszevetve a szelémodszer gyorsabb kon-

vergenciaja kozvetleniil leolvashato.

6.4. Newton-modszer (érint6mobdszer)

Az el6z6 modszerek az x* gyokhely két elég jo kozelitésének ismeretét igénylik. Newton
modszerénél elég egyetlen elegendGen pontos o kozelitést ismerniink. Az f fiiggvénynek

azonban derivalhatonak kell lennie, s6t, a modszer konvergencidjanak bizonyitasahoz a
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masodik derivalt létezését is fel kell tenni.

A modszer geometriailag a kovetkezSképpen magyarazhatd. Huzzuk meg az f fiiggvény
xo-beli érintGjét, és jelolje x1 az érinté x tengellyel alkotott metszéspontjat. Az eljaras
folytatasaval egy g, 1, xo, ... sorozatot nyeriink, lasd a 6.4. abrat. (Ha f-nek allando

a konvexitasa, akkor ez a sorozat monoton lesz.) Hogy néz ki mindez képlettel? Az f

300

250 bl

200+ y = f()() *

150 b

100 T

-50 L L L I I
0

6.4. Abra. A Newton-modszer.

fiiggvény x,-pontbeli érint&jének egyenlete

y = f'(zr)(x — i) + flan), (6.7)
amelybdl y = 0 helyettesitéssel kapjuk a Newton-modszer formuléjat:

f(xx)

T T )

(6.8)

Nyilvanvaloan, a médszer nem mindig miikédik, hiszen pl. ha valamely z; pontban nulla
a derivalt, akkor nem tudunk tovabblépni. Az alabbi &bra bemutat néhany olyan specialis
esetet, amikor az f fliggvény alaki tulajdonsagai biztositjak, hogy elvégezhets az iteracio,
s6t, a felépitett (zy) sorozat monoton modon tart a zérushelyhez, ha az abréan feltiintetett

modon valasztjuk meg az xq értékét (lasd a kékkel jelolt pontot).
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f konkav, szig. mon. n6  f konkav, szig. mon. f konvex, szig. mon. né f konvex, szig. mon.
csokk. 5
o > Xx* csokk.

Xo > X* Xo < X*

. _ L I\

Xo < X*

() = x* mon. néve (xs) = x* mon. csékkenve  (x,) - x* mon. csokkenve  (x) = x* mon. néve

Kérdés: hanyat lépjiink? Ehhez hasznos a kdvetkezs tétel.

6.4.1 Tétel. Tegyiik fel, hogy az x* megolddst és az (zy) sorozatot tartalmazo valamilyen
I intervallumban f" létezik és folytonos, valamint |f'| >m >0 és |f"| < M < oo az I-n.
Ekkor

M *
|zpyy — 2| < %]azk —z*2 (6.9)
Biz.: A Taylor-formula alapjén
1 *
0= fa") = flan) + f(za) - (2" =) + 5 [1(€) - (2" — )%, (6.10)
ahol & az xy ¢és az o* kozott van. A Newton-modszer (6.8) egyenletébd]

0= f(xr) + f(@p) (Tr1 — 7).

Ezt az egyenletet a (6.10) Osszefiiggésbdl kivonva a

1
0= f'(z)(x* — 2p31) + §f”(£)(x* — xp)?
egyenlet adodik. Ebbél

f"(€)
2f"(z,)

|~Tk+1 - ZU*| =

A tételbsl kovetkezik, hogy dy, := 2|z, — z*| jelléssel

dk-‘rl S di?
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amibdl
k
dkz S d(2) )
tehat
2m M 2
o — 2 < — | —|zg — 2" ) 6.11
<3 (Gl (6.11)
Feladatok.
1. Oldjuk meg a Newton-moédszerrel az © = —e® egyenletet, ha xy = 0. Hany lépés kell a 10 %-es

pontossag eléréséhez?

Megoldds: Rendezziik at az egyenletet x 4+ e* = 0 alakba. Az f(z) = z + e* fliggvény szigorian
monoton névs, f(0) =1 >0, f(—1) = —1 +% < 0, igy z* € [-1,0]. Tovabba f konvex (mivel
f"(z) = e* > 0), ezért (z;) monoton csdkkenve tart az z*-hoz. Igy a [—1,0] intervallum tar-
talmazza az z* megoldast és az (z)) sorozatot. Ezen az intervallumon |f/(z)] = 1+ ¢e* > 1 és
|f"(x)] = e* < 1. Tehat m =1 és M = 1 mellett alkalmazhato6 a (6.11) hibabecsls képlet:

2 (1 2
|z — x*| < 1 <2x0 —x*|) .

A jobb oldalon |zg — 2*| < 1, tehat azt a legkisebb k lépésszamot keressiik, amelyre

2
2-(= <1074

ok > _
= 1g0,5

Atalakitasok utan ebbdl a

+1~14,29

feltétel adodik. A legkisebb k hatvany, amelyre ez fennall, a £ = 4. Négy lépést tesziink a

Newton-modszerrel:

_ fle) ,
Xro = T1 — f’(ml) = 05663,
xq = —0.5671.

2. Az e® — 22 — 2 = 0 egyenlet gydke 1,2 és 1,5 kozé esik. Hany lépés kell a 107%-0s pontossag
eléréséhez a Newton-, ill. a hurmoédszerrel szamolva?
Megoldds: Mivel f'(x) = e* — 2z > 0, ezért az f(x) fliggvény szigortan monoton névs. Az
f"(z) = e* — 2 > 0 masodik derivalt fiiggvény pedig az I = [1,2; 1, 5] intervallumon pozitiv, ezért
f konvex I-n. Az I jobb oldali végpontjabol inditva az iteraciot, (zx) — =* monoton cstkkenve, és
xi € I Vk. Tovabba, f” monoton névekedése miatt f” maximuma az I-n a jobb oldali végpontban
van, tehat |f”(z)] < el® —2 < 3= M. Az f'(x) = ® — 2z szintén monoton né, mert f”(z) > 0
az I-n. Ezért |f'(z)] > e!? —2-1,2=¢"? — 2,4 > 1 = m. Tehat a Newton-modszer esetén

1
=" < 3 - @Bleo —a*)* < 50,97 <107,

Wl =
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ha k > 7. A htrmodszerrel szamolva (lasd a (6.3) formulat)

- (3lax — 27" <

W =
W

|z — %] <

ha k > 121.

-0,9% <1078,

23
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7. fejezet

Linearis algebrai egyenletrendszerek

megoldasa

A gyakorlati feladatoknal stirtin elfordul, hogy linearis egyenletrendszereket kell megolda-
nunk. T6bbek kézott a linearis parcialis differencialegyenletek véges kiilonbséges modszer-

rel torténé megoldasa is lineéris algebrai egyenletrendszerek megoldasara vezet.

A lineéris egyenletrendszerek megoldaséara szolgalo modszerek két nagy csoportba
oszthatok. Direkt madédszerrsl akkor beszéliink, ha a modszerben szereplé széamola-
sokat kerekités nélkiil pontosan elvégezve az egyenletrendszer pontos megoldasat kap-
nank. Az iteracios moédszerek egy itericids vektorsorozatot generalnak, amely a pontos
megoldasvektorhoz tart. A sorozat elég nagy indexd tagja a megoldast tetszélegesen

megkozeliti.

Leszogezziik, hogy itt csak olyan egyenletrendszerek megoldasaval foglalkozunk, ame-
lyek matrixa négyzetes és reguléris. Ismeretes, hogy ekkor az egyenletrendszernek létezik
egyetlen megoldésa.

Irjuk fel az egyenletrendszert az

a11T1 -+ a12T9 —+ ... A1pLy — bl
2121 + a92T9 “+... AonTy — b2
An1X1 + Ao + ... AppXy, = by,

95
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alakban, amely az

ai;pr a2 ... QAip T bl
g1 G2 ... Q2p T2 by

A= , T = L b= (7.1)
Anl Qp2 ... Qpp Ty b,

jelolések bevezetésével roviditve

alakban is felirhato.

7.1. Direkt mo6dszerek

7.1.1. Kikiiszobolési (eliminécids) eljarasok

A kikiiszobolési eljarasok azon az észrevételen alapulnak, hogy egyes speciélis egyenlet-
rendszerek konnyen megoldhatok. A legegyszeriibb eset az, amikor az A egytlitthatéméatrix

diagonalis. Tekintsiik példéul az

51’1 = 10
21’2 = 4
3[[’3 = —1
egyenletrendszert. Ebben az esetben
5 0 0 10
A=10 2 0 és b= 4 |,
00 3 —1

és az ismeretlenek az egyenletekbdl kozvetleniil kifejezhetdk:

ry =

NN

X2

W=

rs = —
Konnyd dolgunk van haromszogmétrixi egyenletrendszerek esetén is. Az

T +2[I§'2 —|—2$3 = 7
dxy  +dx3 = 17
9%3 = 27
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egyenletrendszer matrixa fels6haromszog-matrix. Az utolsé egyenletbdl kifejezhets az x5
ismeretlen: x3 = 27/9 = 3. Ezt behelyettesitjiik a masodik egyenletbe, és kifejezziik
To-t: mg = 1/2. Végiil 1 az els6 egyenletbdl adodik xo és x3 behelyettesitésével: x; =
7—2~3—2-%:1.

Ha az egyenletrendszer se nem diagonélis, se nem haromszogmatrixi, akkor ezeket a
megoldasi modszereket nem tudjuk koézvetleniil alkalmazni. Szerencsére azonban minden
egyéb regularis négyzetes matrixu egyenletrendszer atalakithato akar diagonalis matrixu,
akar haromszogmatrixu rendszerré. Az atalakitas ekvivalens atalakitast jelent, azaz olyat,

amely nem valtoztatja meg az egyenletrendszer megoldasat. Igy példaul
1. egyenleteket felcserélhetiink;
2. egyenleteket barmilyen nullatol kiillonbo6zé szammal szorozhatunk;
3. barmelyik egyenlethez hosszdadhatjuk egy mésik egyenlet tetszéleges szamszorosat.

A kovetkezdkben két alapvetd kikiiszobolési eljarast ismertetiink.

A Gauss-eliminéacio

A Gauss-eliminéci6 soran az egyenletrendszert az el6z6 részben ismertetett 1., 2. ill. 3.
miiveletek segitségével felsGharomszog-matrixa rendszerré transzformaljuk. Ehhez célsze-
rid az egyilitthatokat és a szabad tagokat tablazatba foglalni, és az atalakitasokat ezen
a tablazaton nyomon kdvetni, hiszen az ismeretleneket f6losleges minden egyes 1épésben
kifrnunk. Az elemek nullara transzformélasa soréan feliilrél lefelé és balrél jobbra haladunk.
Igy elkeriilhetjiik, hogy mar lenullazott elem tjra feltoltédjon.

Alkalmazzuk ezt a modszert a

2x17 +x9 T3 =
Tt +35L’2 +2$3 =
T —|—2.’£2 +23}’3 =

egyenletrendszerre! Készitsiik el az egytitthatok és a szabad tagok 7.1 tablazatat.

1 1|4
3 2|6
2 215

— = o

7.1. tablézat.

Lépések:

1. El6szor a bal fels6 elem alatti szamokat transzformaljuk nullara. Ehhez a 2. ill. a 3.
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2 1 1 |4
0 5/2 3/2|4
0 3/2 3/2|3

7.2. tablazat.

egyenletbdl kivonjuk az els6 egyenlet 3-szeresét (7.2. téblazat).
2. A f6atlo alatt mar csak egy nemnulla elem van: a 3. sor 2. eleme. Ezért a 3.

sorbol kivonjuk a 2. sor g—szeresét (7.3. tablazat). Tehat a megoldando egyenletrendszer

2 1 1| 4
0 5/2 3/2| 4
0 0 3/5|3/5

7.3. tablazat.

ekvivalens a

200 w9y Hx3 = 4
5 3 _

51’2 +§$3 = 4

3 _ 3

513 = 5

egyenletrendszerrel. Ebbdl az ismeretleneket alulrol folfelé kikiiszobolve az
33'1:1, l’gzl, x3:1

megoldashoz jutunk.

A Gauss-eliminéciot idénként az in. f6elem-kivalasztas modszerével kombinéljuk.
Lathattuk, hogy a szabalyos Gauss-eliminéciés algoritmus soran az aktualis tablazat i-
edik oszlopaban tgy tudjuk nullara transzformélni az a;; alatti elemeket, hogy az i-edik
sort elGszor elosztjuk a;-vel, majd az igy kapott sor megfelel§ szamszorosat kivonjuk
vagy hozzadadjuk a lejjebb 1évé sorokhoz. Mivel kis szammal valé osztasnal nagy lehet
a kerekitési hiba hatésa, ezért kedvezéStlen, ha az a; elem kis abszolut értékd. Ennek
elkeriilésére szolgal a fGelem-kivalasztés.

A részleges f6elem-kivalasztas soran megvizsgaljuk, hogy az adott oszlopban a
featlo alatt van-e a féatlobeli elemnél nagyobb abszolut értéki szam, és ha igen, akkor
sorcserével a f6atloba hozzuk (lasd a 7.4. tablazatot).

Még jobban csokkenthet a szamitasi hiba a teljes f6elem-kivalasztassal. Ilyenkor a
tablazatnak a f6atlobeli elembdl jobbra és lefelé kiindulé legnagyobb négyzetes blokkjaban
keressiik a legnagyobb abszolut értékid elemet (fGelem). Ennek f6atloba hozasahoz eset-
leg sor- és oszlopcserét is végre kell hajtanunk. Az utébbinal arra kell vigyazni, hogy

megvaltozik az oszlopok szamozésa. (Pl. ha a 4. oszlopot athozzuk a 2. oszlopba, akkor
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7.4. tablazat. Példa részleges fGelemkivalasztasra. Miel6tt nullara transzformalnénk a 2.
oszlopban 1évé, {6atlo alatti elemeket, felcseréljiik a 2. és a 3. sort. Ezzel a f6atloba kertil
az oszlop legnagyobb abszolut értéki f6atld alatti eleme.

onnantol kezdve a 2. oszlopban 16v§ szamok az x4 ismeretlen egytitthatoi lesznek!) Egy
példat mutatunk be a 7.5. tablazatban.

N T T O T T BN GO
- s

w koot S oS e
]
—_
ot

coomNnoocoNnoooN
CUs S ojw = ot | w ol w

7.5. tablazat. Példa teljes fGelem-kivalasztasra. Megkeressiik a legnagyobb abszolut értéki
elemet a vastagon szedett blokkban. Ezt tgy hozhatjuk a f6atloba, hogy felcseréljiik a
2. és a 3. sort, majd a 2. és a 4. oszlopot. Mostantol a 2. oszlop tartalmazza az x4
egylitthatoit, és a 4. oszlop az x5 egylitthatoit.

A Gauss—Jordan-eliminaci6é

Ennél az eljarasnal a Gauss-féle kikiiszobolés 1épései utan a tablazat atalakitasat tovabb
folytatjuk egészen addig, amig az egyilitthatomatrix helyén az identitasmaéatrixot nem
kapjuk. Ekkor a szabad tagok helyén leolvashat6 a megoldas.

Példa. Az el6z6 példaban szerepld egyenletrendszert oldjuk meg a Gauss—Jordan-féle eljarassal.
Megoldds: A 7.6 tablazatot kapjuk. Az utolso résztablazat jobb oldali oszlopa szerint az Gsszes ismeretlen

1-gyel egyenld.
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2 1 1| 4
1 3 2| 6
1 2 2| 5
2 1 1 | 4
0 5/2 3/2| 4
0 3/2 3/2| 3
2 0 2/5|12/5
0 5/2 3/2| 4
0 0 3/5|3/5
2 0 0 | 2
0 5/2 0 | 5/2
0 0 3/5|3/5
1 0 0| I
0 1 0| 1
0 0 1| 1

7.6. tablazat.

7.1.2. Faktorizacios eljarasok

Faktorizaciorol akkor beszéliink, ha egy méatrixot két matrix szorzatara bontunk. Tegyiik

fel, hogy az egyenletrendszer A € IR™*" egyiitthatomatrixa felirhato
A=B-C, B,CeR™
alakban. Ekkor az Az = b egyenletrendszer megoldésa ekvivalens a
By=1»
és a
Cr=y

egyenletrendszer egymaés utani megoldasaval. Nyilvanval6an ennek csak akkor van értelme,
ha a két rendszert konnyebb megoldani, mint az eredeti egyenletrendszert, azaz ha B és
C' ,jo strukturaji” matrixok. Ez a helyzet példaul, ha haromszégmétrixokrol van szo.
Kiilonosen akkor elényos faktorizacids modszert alkalmazni, ha ugyanazon egyiitthato-
matrixszal, de kiilonb6z6 alkalmakkor, kiilonb6z6 jobb oldalakkal is meg akarjuk oldani

az egyenletrendszert.

A kovetkezSkben néhany konkrét faktorizédcios modszert ismertetiink.



7.1. DIREKT MODSZEREK 61

LU-faktorizacio

Ennek a felbontasi modszernek az a lényege, hogy az A matrixot L - U alakban irjuk fel,
ahol L a f6atloban egyeseket tartalmazé alsdharomszog-matrix, U pedig fels6haromszog-

maéatrix. Ekkor a megoldandé egyenletrendszerek:

Az L és U meghatarozasahoz jeldlje a két matrix kiszamitandoé elemeit /;; ill. u;;. Annak

kell teljesiilnie, hogy a matrixszorzast elvégezve az A métrixot kapjuk, azaz fennélljon a

aj; a2 ... QAip 1 0 ... 0 U1 U2 ... Uip
21 Q22 ... Q9 l21 1 ... 0 0 U292 ... Up
Ap1 Ap2 ... Qpn lnl ln2 o1 0 0 oo Upn

méatrixegyenlGség. A bal oldalon elvégezziik a szorzast, és az elemeket egyenlévé tessziik
az A matrix megfelels elemeivel.

Példa. Oldjuk meg LU-faktorizacioval a

2!171 +£C2 +£E3 =
xr1 +3xs +2x3
xr1 2y +2x3

egyenletrendszert.

Megoldds: El6szor meghatarozzuk az

s

Il
[ )
N W =
N N =

egylitthatomatrix LU-felbontésat. Az

2 1 1 1 0 O U1l Uiz U3
1 3 2 = l21 1 0 0 U222 U23
1 2 2 131 l32 1 0 0 u33

egyenldségnek kell fennallnia. A szorzatmatrix els oszlopat az A els6 oszlopaval Gsszehasonlitva az
uil = 2,

1
laruin =1, azaz lo = ok
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1
[31u11 = 1, vagyis 31 = 3

Osszefliggések adodnak. A mésodik oszlop Gsszehasonlitasabol

uz = 1,

1
lyturs =3, azaz ugy = 3 — 5 1=

)

N | Ot

. 2 1 3
[31u12 + I32u92 = 2, vagyis I3z = 5 (1 - 1) =

és végiil a harmadik oszlop 0sszehasonlitasabol azonnal adodik, hogy
u13 = la

. 3

lglulg + ug3 = 27 amibdl Ug3 — 5,

. 3
l31u13 + I3oug3 + uzz = 2, vagyis usz = —.

5
A keresett tényezdk tehat
1 0 0 2 1 1
_ | 1 _ 5 3
103 3

Az Ly = b egyenletrendszer komponensenként kiirva

Y1 =
%?h +Y2
%yl +%y2 +y3

alakt. Az els6, a méasodik és a harmadik egyenletbdl

3
y1:4a y2:4a Ys = -.

5
Végiill az Uz = y, azaz a
2r1 4xo +x3 4
+%$2 +%$3 = 4
s =

egyenletrendszer megoldésa az utolsé egyenletbdl kiindulva:

.’L‘3:1, 162:1, $1:1.

7.2. Iteracios modszerek

Az iteraciés modszerek azon alapulnak, hogy az Axr = b egyenletrendszert x = Bx + r

alaki egyenletrendszerré transzformaljuk, ahol B € R™*" és r € IR". Vegyiik észre, hogy
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ekkor a megoldas az f : R™ — IR", f(x) = Bx + r leképezés fixpontja. Az egyenletrend-
szer iteracios megoldéasa soran olyan vektorsorozatot konstruélunk, amely az f leképezés
fixpontjahoz, azaz a megoldasvektorhoz tart.

A matematika orarol ismert a fixponttétel, amelyet emlékeztetsiil felidéziink.
7.2.1 Tétel. Ha

e X teljes normdlt tér (mds széval Banach-tér),

o f: X =X ésD(f)=X, azaz f az egész X-en értelmezve van,

e tovdbbd f kontrakcio, azaz létezik olyan q < 1 szdm, amely mellett
1f (@) =fWl < q-lle—yll Ve,yelX,

akkor
o f-nek létezik egyetlen fixpontja, ezt jelolje x*,

o tetszileges 10 € X elembdl indulva az x® = f(x*=Y) sorozat konvergens és x*-hoz

tart,

e tovdbbd a sorozat k-adik tagjdnak x*-tol vett eltérésére igaz a kovetkezd formula:

. 1
||$(k:) — || < 1__qquaE(o) _ [L'(l)H.

Tekintstik most az f(z) = Bx + r fiiggvényt, ahol B € R™"™ és r € IR". Ekkor
f :IR™ — IR", tehat nekiink most az X = IR" eset az érdekes. Ismeretes, hogy IR barme-
lyik tanult vektornorméval Banach-tér. Most az f fiiggvény az egész IR™-en értelmezve

van. Vizsgéljuk meg, hogy f mikor kontrakcio!

Legyen x és y két tetszoleges IR"-beli vektor. Szamitsuk ki az f(z) — f(y) kilonbséget:
f(x) = fly)=Bx+r— By —r =Bz —y)

Vegyiik mindkeét oldal valamely || - ||g» vektornormajat!

1 (2) = fFWllwe = [[B(x = y)lwe < 1B - lz = yllre~,

ahol ||B|| a B matrix || - |gr» vektornorma altal indukalt matrixnormaja. Vilagos, hogy

ha ||B]| < 1, akkor az f figgvény ¢ := ||B|| mellett kontrakci6. Ezért a fixponttétel
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k)

értelmében ) — 2*. Tehat a konvergencianak elégséges feltétele, hogy valamelyik in-

dukalt matrixnorméban ||B]| kisebb legyen, mint 1.
Természetes modon vetddik fel a kovetkezs két kérdés:

1. Hogyan tudunk egy Ax = b egyenletrendszert x = Bx + r alakt rendszerré tran-

szormalni?

2. Mikor teljesiil, hogy az igy kapott B matrix valamelyik indukalt métrixnormaban
kisebb, mint 17

A tovabbiakban néhany konkrét modszert ismertetiink.

7.2.1. Jacobi-iteracio

Bontsuk fel az A matrixot A = L + D + U alakban, ahol L és U also6 ill. fels harom-
szOgd matrix, a f6atloban nulla elemekkel, D pedig diagonalmatrix. Tegyiik fel, hogy D

féatlojaban nincs nulla elem, azaz D invertalhato. Ezzel az egyenletrendszer
(L+D+U)x =0
Vigyiik at a jobb oldalra az L és az U matrixot tartalmazo6 tagokat:
Dy =—(L+U)x+b,
majd szorozzunk D inverzével:
r=—-DYL+U)x+ Db
Ezzel sikeriilt az egyenletrendszert * = Bx + r alakra hoznunk, ahol specialisan
B=-DYL+U) ¢ r=D"
A Jacobi-iteracio k-adik 1épésében az
™ = D YL +U)z* Y + D1

Osszefliggés szerint szamolunk.

Erdemes koordinatakkal is kifrni a k-adik iteracios vektort. Jeloljitk az A matrix i-edik
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soraban és j-edik oszlopaban 1év6 elemet a;j-vel. Ezzel

o = (DL + )Y = b)) = —— - (L + U)a*"D —b),

Qi Qi

1 n
= —— - (((L+ U)x(kfl))z’ —b) =—— ( Z ;- xg»k_l) — bi) i=1,2,...
J

65
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Feladatok.

1. Mutassuk meg, hogy a Jacobi-iteraciéval kapott B = —D~1(L + U) matrix sornorméja pontosan

akkor kisebb 1-nél, amikor az eredeti egyenletrendszer A egyiitthatomatrixara

lagi| > Z la;;], i=1,2,...,n
=155

azaz amikor minden soraban a fgatloban 1év§ elem abszolit értékben nagyobb a tobbi elem abszolit

értékének osszegénél. (Ekkor az A matrixot szigortan diagonalisan dominéns matrixnak nevezziik.)

2. Tekintsik a

4(E1 —X2 = 0
—x1 +4xy —x3 =
—xo +4dx3 =
egyenletrendszert. Legyen a Jacobi-iteracié kiindulasi vektora z(?) := (0,0,0). Konvergens-e a

Jacobi-iteracio? Ha igen, szamitsuk ki az (1) és (2 kozelitést. Adjuk meg a k-adik iteracio
képlethibajat.
Megoldds: Az A matrix szigoruan diagonalisan dominéns, ezért B sornorméja kisebb 1-nél, igy az

iteracio konvergens. Az A egyiitthatéomatrix felbontasaban szereplé méatrixok:

0 0 -1 0 4 0 O
L= —1 , U=]10 0 -1, D=0 4 0
0 -1 0 0 0 0 0 0 4
Ezekbél
0 1 0 0
_ -1 _ _ -1y
B=-D ' (L+U)= i 0 i , r=D"b= %
1 1
0 7 0 2
Az els6 iteracio
0
2z = Bz L p — p = %
1
2
A masodik iteracio
3 0 3
8 8
2@ = Bz 14 = % + % = %
3 1 T
8 2 8

A sornormét, amelyben B-rél tudjuk, hogy kisebb, mint 1, a maximumnorma indukalja. Igy a

k-adik iteracio képlethibaja maximumnormaban

B* 1y

ahol felhasznaltuk, hogy a B métrix sornorméja || B = 3.
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7.2.2. Gauss—Seidel-iteracié
A Gauss—Seidel-iteracional is L + D + U alakban bontjuk fel az A métrixot, de most az
Uz tagot vissziik 4t a jobb oldalra, és (L + D) inverzével szorzunk. Igy az

v=—(L+D)'Ux+(L+D)'b

alakhoz jutunk. Azaz most B = —(L + D)™'U ésr = (L + D)™ 'b.
Ha a koordinatanénti szamolasnal iigyesen csoportositjuk a miveleteket, akkor elkeriil-

hetjiik az L + D matrix invertalasat. Ehhez az
Lz®™ + Dz®) = —yz*=Y 4 p

iteracios egyenletben elgszor vonjunk ki mindkét oldalbél La®)-t, majd szorozzunk D

inverzével. Ezzel
z®) = — DY (La® + Ug*-Y —p),

amelynek i-edik koordinataja
1 1 i—1 n
%Ek) = ——(L[E(k)+UZE(k_1)—b)Z = —— (Z aijxg-k) + Z aijxék_l) — bl> s = 1, 2, e, .
Qij Qi \ =
7=1 Jj=i+1

Vegyiik észre, hogy a jobb oldali els6 6sszegben a k + 1-edik kozelitésnek csak azon elemei

szerepelnek, amelyeket mar az el6z6, ¢+ — 1-edik 1épésben kiszamoltunk.



