1. gyakorlé feladatsor
Megoldasok

.a) 0, b.) —13k

ca) lal=v9+16=5b) b =vIiI+9+4=V14,c) | =vVI+1=V2

. Végtelen sok lehet&ség van, pl.:

O=a—--b=2a—b=4a—2b

. Nem. (Ugyanis az i és j vektor Osszes linedris kombindci6ja az altaluk kifeszitett sikban
van, a k pedig nincs benne ebben a sikban. A valaszt tgy is megindokolhatjuk, hogy a
harom vektor linedrisan fiiggetlen rendszert alkot, ezért egyik sem allithatd el§ a tébbi

linearis kombinaciojaként.)
. Rendezziink a4t minden tagot a bal oldalra:
aii+ agj — Pt — P2y =0,

amibdl a tagok Osszevondséval:

(a1 = P1)i+ (a2 — f2)j = 0.

Itt a bal oldalon 7 és j linearis kombinacioja all, amely egyenld a nullvektorral. Tudjuk, hogy
az i és a j vektor linedrisan fiiggetlen rendszert alkot, vagyis lineéris kombinaciojuk csak
ugy adhatja a nullvektort, ha mindkét egyiitthato nulla, azaz o — 1 = 0 és ag — P2 = 0.
Ez pedig éppen azt jelenti, hogy oy = 1 és ag = P lehet csak.

. a.) Azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen egyiitthatokkal teljesiilhet az
ai+B(i+j)+y(i+j+k) =0
egyenldség. Rendezziik at az egyenletet gy, hogy a bal oldalon az i, j, k vektorok linearis

kombinaci6ja alljon:
(@a+B+7)i+(B+7)j+71k=0

Mivel {i,j,k} linedrisan fiiggetlen rendszer, ez az egyenléség csak tugy éllhat fenn, ha

mindegyik vektor egyiitthatdja nulla, azaz
atB+v=0, B+7y=0, =0

Ezzel egy haromismeretlenes egyenletrendszert kaptunk az «, 3,7 szamokra, amelynek

egyediili megoldasa: o = 0,8 = 0,7 = 0. Tehat az eredeti harom vektor is linearisan
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fliggetlen rendszert alkot.

b.) Szamolas nélkiil is latszik, hogy ezeknek a vektoroknak az osszege 0, azaz
L-(i—j)+1-(—k)+1-(k—1)=0.

Ez egy nemtrivialis linedris kombinécié, amely a nullvektort adja, igy a vektorok linearisan
OsszefiiggGek.

c.) Lineérisan 6sszefiiggs a rendszer, mert benne van a nullvektor.

d.) Lineérisan osszefiiggs a rendszer, mert négy vektor a térben csak sszefiiggs lehet.

e.) Lineérisan fliggetlen a rendszer. A megoldds hasonld, mint az a.) feladatban. (Az

a+pB=0, a+vy=0, B+~ =0 egyenletrendszerhez jutunk.)

Ahhoz, hogy az i+ j +k vektort fel lehessen irni a(i—j)+3(j — k) +7(k—i) alakban, annak
kell teljesiilnie, hogy a« — vy =1, 8 —a =1 és v — 8 = 1. Ennek az egyenletrendszernek
pedig nincs megoldéasa. (Geometriailag is latszik: az i —j, j — k, k — i vektorok egy sikban

vannak, az i + j + k vektor pedig nincs benne ebben a sikban.)

. Ha a és b linearisan fiiggetlenek, akkor az aja + 510 = 0 egyenl6ség csak ap =0 és 51 =0

esetén teljesiil. Tudjuk ugyanakkor, hogy a,b és c linedrisan Osszefiiggs rendszert alkot,

tehat léteznek olyan o, 82,72 nem mind nulla szamok, amelyekkel
a2a + (20 + y2c = 0.

Itt 72 nem lehet nulla, mivel ha az lenne, akkor asa + 820 = 0 lenne tgy, hogy as # 0 vagy

B # 0, ez pedig ellentmondana a és b linearis fiiggetlenségének. Igy y2-vel oszthatunk:

02,4 B2y 4 g
72 72
Ebbél ¢ elgall
fo%) B2
c=——a——b
72 72

alakban, azaz a és b linearis kombinaci6jaként.

. Nem, ugyanis két vektor koziil legalabb az egyik nem a nullvektor. Ennek 6sszes szamszo-

rosat nem tartalmazza a halmaz.

Igen, a sik nullvektorat vagy a tér nullvektorat tartalmazo egyelemi V' halmaz. (Hiszen
ekkor A-0=0€V VAeIR,és0+0=0¢€V.) Az dsszes tobbi vektortér végtelen sok

elembdl all.

Nem, mert a bazisnak linearisan fiiggetlen rendszernek kell lenni, egy nullvektort tartalmazé

vektorrendszer pedig mindig linedrisan 6sszefiiggs.

a.) generalorendszer és bézis, b.) generalorendszer, nem bézis
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a.) generalorendszer és bazis, b.) nem generalorendszer, igy nem bazis, c.) nem generélo-

rendszer, igy nem bazis, d.) generdlérendszer, nem bazis, e.) generdlorendszer és bazis

Legyen {a;,a,,...,a,} generdlorendszer valamely V vektortérben. Ekkor egy tetszéleges
v € V vektor elgall

V=109 + agay + ...+ apa,

alakban. Vegyiink hozza a generédlérendszerhez egy tetsz6leges b € V vektort. Ekkor

minden v € V elGéll ezen n+1 elembdl, pl. a kovetkezSképpen:
v =10y + a8y + ... + ana, + 0b.
Tehat a kibgvitett halmaz is generalérendszer.
a) (1,1) (mivel AC = 1AB +14D) b)) (2,1) ¢) (1,2) d) (0,1)
Azon aq és ay egyiitthatokat keressiik, amelyekre
20465 = ai(i+j) +az - 2i.

Mésképpen:
2i 465 = (o1 +202)i + 1 - §.

Rendezziik a tagokat a bal oldalra:
(2 — Q1 — 20[2)1'—1— (6 — 051)1 =0.
Az i és j vektorok fiiggetlenek, ezért
2*0[1*20&2:0 és 6*&1:0

kell, hogy legyen, amibdl a; = 6 és ay = —2. Tehat az 0j koordinaték: (6, —2).
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a.) Legyen a = a1i + apj és b= S1i + [2j. Ekkor

a+b=a1i+azj+ pii+ Bej = (a1 + P1)i+ (a2 + f2)j,

amib6l a + b koordinatai: (g + f1, a2 + P2). Azaz osszeadasnal a megfelels koordinatak
Osszeadddnak.

b.) Legyen a = a1i + asj és A € IR tetszoleges. Ekkor

Ara= A (c1i+azj) = (A-ar)i+ (A a2)j.



Ebbdl a A-a vektor Descartes-koordinatai: (\-aq, A\-ag). Azaz az vektor mindkét Descartes-
koordinataja A-val szorzodik. Konnyen meggondolhatd, hogy ez nemcsak a descartesi,

hanem tetszéleges béazisvektorok esetén is igaz. (A levezetés ugyanez.)



