1. Geometrial vektorok

Ebben a bevezets fejezetben a kozépiskolaban tanult vektorfogalmat ("iranyitott sza-
kasz") ismételjiik at, és kiegészitjiikk néhény 1j fogalommal. A késGbbiekben a vektornak
altalanosabb értelmezést adunk. Ezért a késébb definidlandé vektorfogalomtol valé meg-

kiilonboztetésiil az iranyitott szakaszokat geometriai vektoroknak fogjuk nevezni.

1.1. A geometriai vektor fogalma

A kozépiskolai definicié szerint a vektor nem més, mint iranyitott szakasz, a sikon vagy a
térben. (A sik és a tér alapfogalmak a geometridban, ezeket nem definialjuk. A szakasz
egy egyenes két pontja kozé esd része (azaz ponthalmaz).) Az irdnyitas azt jelenti, hogy
a szakasz két széls§ pontjat megkiilonboztetjlik: az egyiket kijeloljiik kezdépontnak, a
mésik a végpont. (Abrazolaskor a végpontba nyilat rajzolunk.) A vektorokat altalaban

kisbetiivel és aldhuzéssal fogjuk jeldlni, pl. a.

fs¥)

A geometriai vektoroknak van hosszuk és iranyuk. Ertelmezziik ezeket a fogalmakat a
matematika nyelvén!

A sikon egy a vektor hosszat a kovetkezSképpen értelmezziik. Felvesziink egy egyenest,
amely dtmegy a vektor kezdépontjan. Ezutén felvesziink még egy egyenest az el6bbire me-
rélegesen, szintén a kezdGponton keresztiil. Az iranyitott szakasznak képezziik a vetiiletét
mindkeét egyenesre (jelolje ezeket a vetiileteket x és ), és a vetiiletek hosszabol a keletkezd
derékszogi haromszogben Pitagorasz-tétellel kapott szamot nevezziik a tovabbiakban a

vektor hosszénak. Az a vektor hosszat jelolje |a|. Tehat

jaf = V2% + 2.

(A merdlegesség és a vetiilet fogalmat a geometriabol ismertnek tételezziik fel.)
A geometriai vektor iranyat is tudjuk szamszertien jellemezni: pl. annak a ¢ forgés-

szognek a megadésaval amelyet az iranyitott szakasz az egyik rogzitett egyenes valamelyik



féltengelyével bezar. (0 és 360° kozotti szog. )

Megjegyezziik, hogy térvektorok hosszat szintén értelmezhetjiik a Pitagorasz-tétellel egy
harmadik, az elozGekre meréleges egyenes felvételével (la| = /22 + 2 + 22), az irdnyt
pedig két szog segitségével tudjuk megadni.

A tovabbiakban azokat a geometriai vektorokat, amelyeknek megegyezik a hosszuk és

az iranyuk, nem tekintjiik kiillénbo6zének.

Ez mind ugyanaz az a vektor.

Ebbdl kévetkezik, hogy ha a sikon/a térben rogzitiink egy pontot (nevezziik ezt origonak és
jeloljiik O-val), akkor minden egyes geometriai vektor azonosithato egy olyan vektorral,
amelynek az origdé a kiindulopontja. Ezért a tovabbiakban elegendé csak az origobol

kiindulo vektorokkal foglalkozni.



1.1 Megjegyzés. A sik dsszes vektordt (a sikvektorokat) a tovabbiakban jelolje &, a tér
dsszes vektordt (a térvektorokat) pedig Es. Hangsilyozzuk, hogy a térben végtelen sok sik
van, de "a sik" és "eqy sik a térben" két kilonbozd dolog. A sik nem része a térnek, és

igy a mi értelmezésiinkben az & halmaz sem részhalmaza az 3 halmaznak.

Mindkét vektorhalmazt, a sik Gsszes vektorat és a tér osszes vektorat is kiegészitjiik egy-
egy kiilonleges elemmel: egy olyan "szakasszal", amelynek nemcsak a kezdd-, hanem a
végpontja is az origo, ezt nevezziik nullvektornak. Jelolése: 0. (A sik nullvektora és
a tér nullvektora nem azonos, de jelolésben nem tesziink kozottiik kiilonbséget, mert a
szovegkornyezetbdl mindig vilagos, hogy melyik halmaznak a nullvektorarol van szo.)
Fontos nevezetes vektorok az tn. descartes-i egységvektorok. Ezek értelmezéséhez
nevezziikk - és y-tengelynek (térvektorok esetén x-, y- és z-tengelynek) az origon atme-
né, egyméasra merdGlegesen felvett segédegyeneseket. Az egyenesek origoval elvélasztott
darabjait nevezziik ki pozitiv és negativ féltengelynek tgy, hogy a pozitiv féltengelyek
jobbsodrast rendszert alkossanak. Az ezek irdnyéba esS egységvektorokat jelolje 4, j (ill.
k). (Bar a jelolés ugyanaz, ismételten hangsilyozzuk, hogy a sik i egységvektora nem
ugyanaz, mint a tér ¢ egységvektora, hiszen két kiillonb6z6 alaphalmazbol vett vektorokrol

van sz0.)
A descartes-i egységvektorok

a sikon: a térben:

it

1.2. Miiveletek geometriai vektorokkal

A geometriai vektorok korében sokfajta mitveletet értelmeziink. Ezek koziil a legalap-
vet&bbek az Gsszeadés és a skalarral (valos szammal) valo szorzas (a kozépiskolaban ta-
nult modon). Emlékeztetsiil: két vektort a paralelogramma-szabéallyal adunk ossze, az a
vektor A\ szamszorosan pedig azt a vektort értjiikk (jelolése Aa), amelynek a hosszisaga
|[Aa| = |\ |a|, irdnya pedig @ irdnyaval megegyezd, ha A > 0, és azzal ellentétes, ha A < 0.
A =0 esetén A\ -a = 0, toviabba a nullvektort barmely szdmmal szorozva a nullvektort
kapjuk.

A két miveletre igaz a kovetkezd hét tulajdonsag:



l.a+b=b+a Va,b € &, (n=2,3) (az 6sszeadas kommutativ)
2. (a+b)+c=a+(b+¢) Va,b,c € &, (n=2,3) (az Osszeadas asszociativ)

3. A nullvektor egy olyan vektor, amely azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy bér-
mely a € &, (n = 2,3) vektorhoz adva a-t kapjuk, azaz a + 0 = a.

4. Minden a € &, (n = 2,3) vektorhoz létezik olyan vektor, amelyet a-hoz adva a
nullvektort kapjuk: ez az a-val ellentétes iranyu, vele megegyezd hosszisdgu vektor.

Ezt a vektort jelolje —a, és elnevezése: az a ellentett vektora.

5. Vektorok Osszegét tagonként szorozhatjuk:
A(a+b)=X-a+A-b Va,b € &, (n=2,3) és VA € IR (vektordisztributivités)

6. Két valos szam Osszegével barmely vektort tagonként megszorozhatunk :
A+p)-a=rat+p-a Vaeé&, (n=2,3)eés VA pu e R (skalardisztributivitas)

7. Két valos szammal tetszoleges sorrendben szorozhatunk:
A(pra)=p-(Aa)=0Aw)-a VYae&, (n=2,3)é VA u e R (skalarasszocia-
tivités)

Megjegyzés: A fentiek segitségével értelmezhetd a kivonéas: a —b := a+ (—b) és a skalarral
val6 osztés (ha A #0): §$:=1-a

Feladat. Legyen a # 0. Milyen hosszt az ﬁ vektor?

—_

'Q’:

Ezen két miivelet segitségével értelmezhets a kdvetkezs fogalom.

1.2 Definicio. Az ay,ay,...,a, geomelriai vektorok linearis kombinaci6jdn valamely
a;, it =1,2, ...p valds szdmok mellett az ay - a; + g - ay + ... + oy - a, vektort értjik.

Pl. egy a és egy b vektornak linearis kombinacioi: 2a + 0b, %Q + 10b, wa — 2b stb.




Hany linearis kombinaciot lehet gyartani? Végtelen sokat.
Mi lesz a linearis kombinécio, ha mindkét vektort 0-val szorozzuk? 0Oa + 0b = 0 (un.

trivialis linearis kombinacio)

Fontos kérdés: Adott a, ay, . . ., a, vektorokbol hogyan kaphatjuk meg lineéris kombinéci-
6val a nullvektort? Nyilvanvaléan, ha mindegyik «; = 0, akkor megkapjuk a nullvektort.

De vajon van mas lehet&ség is?

1.3 Definici6. Az ay,ay,...,a, vektorokat linearisan fiiggetlencknek nevezzik, ha li-
nedris kombindciojuk csak akkor egyenld a nullvektorral, ha minden vektort nulldval szor-

zunk. (Réviden: aray + asay + ... +opa, =0 a; =0Vi=1,2,...,p.)
Ennek ellentéte a lineéris 0sszefliggdség:

1.4 Definici6. Az ay,ay,...,a, vektorokat linedrisan Osszefiiggbknek nevezziik, ha li-
nedris kombindciojuk gy s eqyenld lehet a nullvektorral, ha valamelyik vektort nemnulla

szdammoal szorozzuk.

A tovabbiakban sokat foglalkozunk vektorokbol 4ll6 halmazokkal (in. vektorhalmaz vagy
vektorrendszer). Ertelemszertien, ha azt a kifejezést hasznéljuk, hogy az {a, a,,. .., a,}
vektorhalmaz linearisan Osszefiiggs/fiiggetlen, akkor azon azt kell érteni, hogy az a,

ay, . .., a, vektorok linedrisan Gsszefiiggdek /fiiggetlenek.

Feladat. Linearisan osszefiiggé-e az {a,0} vektorhalmaz, ahol a € &, a # 0 tetszo-
leges?

Megoldas: Milyen egyiitthatokkal allhat fenn: aja + a0 = 0?7 Ha oy = 0, akkor ay tet-
sz6legesen megvélaszthatdo = a vektorhalmaz linearisan Osszefiiggs.

(Hasonldéan meggondolhat6, hogy minden olyan vektorrendszer linearisan 6sszefliggd, amely-

ben benne van a nullvektor.)

Annak eldontéséhez, hogy egy vektorhalmaz linearisan Osszefiiggé vagy fiiggetlen-e, sok

esetben fel tudjuk hasznélni a kovetkezd tételt.

1.5 Allitas. Az ay,a,, ... , a,, vektorok pontosan akkor linedrisan dsszefiiggdek, ha lega-

labb egyikiik elddllithato a tobbi vektor linedris kombindciojaként.

Biz.: A bizonyités két részbdl all.
1. (=) Tegyiik fel, hogy a,,a,,...,a, linedrisan Gsszefiiggdek. Ekkor léteznek olyan

aq, o, ..., qp € IR szamok, amelyekkel

algl+a2g2+...+apgp:0

)
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és legalabb az egyik egyiitthatdo nem nulla, legyen «; egy ilyen egyiitthat6. Ekkor ezen
a;-vel eloszthatjuk az egyenléség mindkét oldalat. Atrendezve:
aq &%) Qi1 Oy Qy

@ = ——a, — 2q, — ... a; — g —...— —a
p=7 =1 =2 -1 2i4+1 Yny
' o o o o T a; P

vagyis a; kifejezhetd a tobbi vektor linearis kombinacidjaként.
2. (<) Tegyiik fel, hogy valamely a, vektor kifejezhetd a tobbi vektor linearis kombinaci-

6jaként, azaz
Q; = Q) + Qaly + ..+ Q1 T Qi 1Qig g + . 0pQ,

Ekkor

1-a; — gy —agay — ... — 10, 1 — Q1G5 1 — - - — Qpldy, = 0.

A bal oldalon egy nemtrivialis linearis kombinacié all (a legels§ egyiitthato 1), igy a

vektorok linearisan Osszefliggéek.

1.6 Kovetkezmény. Azay,a,,...,a, vektorok pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha

eqyikiik sem dllithato eld a tobbi vektor linedris kombindciojaként.

Mindezek alapjan belathatok a kovetkezd allitasok.

1. Két nemnulla vektor pontosan akkor linearisan Gsszefiiggd, ha kollinearisak (azaz

|

lineérisan dsszefliggd linearisan 6sszefliggd linearisan fliggetlen linearisan fliggetlen

egy egyenesbe esdk).

2. Harom nemnulla vektor pontosan akkor linearisan osszefiiggd, ha komplanarisak

(azaz egy sikba estk).

3. Négy vagy tobb geometriai vektor mar mindig linearisan Osszefiiggd.



Fontos kovetkezmények:
e 2. = A sikon harom vektor mindig linearisan 6sszefiiggs (hiszen egy sikban vannak).
e 1. = A sikon az i, j descartes-i egységvektorok linearisan fiiggetlenek.

e 2. = A térben az i, j, k descartes-i egységvektorok linedrisan fiiggetlenek (ugyanis

paronként merdlegesek egymasra, igy nem esnek egy sikba).

A mar emlitett descartes-i egységvektorok igen fontos tulajdonsaga, hogy minden geomet-
riai vektor elGallithato ezek lineédris kombinacidjaként, rdadasul egyértelmiien, azaz csak
egyféleképpen. Tekintsiik példaul azt az a sikvektort, amely az els6 siknegyedbe esik,
az x-tengelyre es6 vetiilete 3 hossziisagi, az y-tengelyre esé vetiilete pedig 2 hosszisagu.
Vilagos, hogy ezt az a vektort csak a kovetkezs linearis kombinacioval tudjuk elGallitani

az i és j egységvektorokbol: a =3-i+2- .

Miért jo az egyértelmd elGallitas? Mivel minden egyes v € & vektort csak egyféleképpen
lehet az aqi + ao J alakban felirni, ezért a v vektort egyértelmiien azonositja az oy és as
szam. Mivel nem mindegy, hogy ezek koziil melyik az i, és melyik a j egyiitthatoja (hiszen
pl. a3 -i+2-jésa2-i+3-jnem ugyanaz), ezért a két szdmot rendezett szdmparkeént
(IR*-beli elem) adjuk meg: mindig elére irjuk az i és hatra a j egyiitthatojat. Igy pl. az
a = 3i + 2j vektort egyértelmtien megadhatjuk a (3,2) szdmparral. Az a; és oy szdmot
a vektor descartes-i koordinatainak, az a1 és ayj vektorokat pedig a vektor kompo-
nenseinek (Osszetevinek) nevezziik. A descartes-i koordinatak geometriailag egyszertien
megkaphatok: ezek az x-és y-tengelyre es6 elGjeles vetiiletek.

A térvektorokat ugyanilyen médon szamhéarmasokkal (IR?-beli elemekkel) azonosithat-

juk.



1.3. A polarkoordinata-rendszer

Sikvektorokat gyakran kényelmes tin. polarkoordinatakkal megadni: az r hosszisaggal és

a ¢ iranyszoggel (¢ € [0,27), ahol az intervallum balrél zart, jobbrol nyilt!):

a = (T’ ¢)P

Feladat: a.) Adjuk meg az a = i + j vektor polarkoordindtas alakjat!

™
,—

P=VITI=va o= iy

% (45°) = a polarkoordinatés alakja: (v/2

b.) Ha egy a vektor polarkoordinatas alakja (4, 3),, akkor mik a Descartes-koordinatai?

— — 4cosE = 2
T =reosd N = a Descartes-koordinatas alakja: (2,2v/3)

y=rsing =4sinf =23

2. Az IR" vektortér

Ebben a fejezetben kibovitjiik a vektor fogalmét.
Feladat: Adjuk meg sikbeli vektorok

a.) Osszegének,

b.) skalarszorosanak

descartes-i koordinétait!

a.) Legyen a = aji+ ayj és b= bii + byj két Ex-beli vektor. Ekkor
a+b=(a1i+azj) + (bii + byj) = (a1 + b1)i + (a2 + b2)J,

amibdl a + b koordinatéi: (ay + by, as + by). Azaz Osszeadasnal a megfelel6 koordinaték
Osszeadddnak.

b.) Legyen a = a1i + axj és A € R tetsz6leges. Ekkor
Ara= N (aii+az)) = (Aa)i+ (A-ap)j.

Ebbdl a A - a vektor Descartes-koordinatai: (A - aq, A - as). Vagyis az a vektor mindkét

Descartes-koordinataja A-val szorzodik.

Tekintsiik most IR%-t énmagaban. Ez a rendezett valos szamparok halmaza. Vezessiink

be ezen a halmazon két miveletet:



1. Osszeadason értsiik a kovetkezét: (a,b) @ (c,d) := (a + ¢, b+ d);
2. Skalarral valo szorzason pedig a kovetkezét: A © (a,b) := (Aa, \b).

Belathato, hogy ez a két mitvelet ugyanazzal a hét tulajdonsdggal rendelkezik, mint a
geometriai vektorok Osszeadasa és skalarral valo szorzésa! Mutassuk meg pl., hogy az

osszeadas kommutativ:

(a,b) ® (c,d) = (¢,d) ® (a,b)!

Ez igaz, mert (a,b) ® (¢,d) = (a + ¢,b+d) = (c+ a,d+b) = (¢,d) ® (a,b). (A masodik
egyenlgség azért all fenn, mert a valos szamok Osszeadéasa kommutativ.)

A nullvektor tulajdonsagaval rendelkezik a (0,0) szampéar: (a,b) ® (0,0) = (a,b)

(A maradék 6t tulajdonsagot lassuk be 6nalldan.)

Az & és az IR? nagyfoku hasonlésaga indokolja, hogy a tovdbbiakban az IR? halmaz ele-
meit szintén vektoroknak nevezziik, az egész IR? halmazt pedig a fenti két miivelettel

ellatva (kétdimenzios) vektortérnek hivjuk.

Az IR? vektortér szoros kapcsolatban van a sikvektorokkal: lattuk, hogy kéleséndsen egy-
értelmiien megfeleltethet6k egyméasnak a két halmaz elemei. Ez a bijekcio (kdlesondsen
egyértelmii megfeleltetés) raadasul mivelettarto is, ami a kovetkezst jelenti. Ha az a és
b vektoroknak az (a1, az) és a (b1, by) szampér felel meg, akkor az a + b Gsszegnek éppen
az a szampar felel meg, amelyet gy kapunk, hogy az IR?>-n definialt 6sszeadasi szaballyal
osszeadjuk az (a1, az) és a (by, by) szampéart. Hasonloan, a A-a vektornak az a szampar felel
meg, amelyet tgy kapunk, hogy az IR?-n definilt szorzési szabalyt kovetve megszorozzuk

az (a1, az) szampart A-val.

(¥, IR2

(a1, a2)
)\P (b'] , b2)
(a1+b1,axb2)=(a1, a2)®

(a1, \a2)= (b1, D2
(a1, a2)

Ez a mivelettarté bijekcioé biztositja, hogy a sikvektorok helyett szdmolhatunk a nekik

megfeleltetett szampérokkal. Egy szampar és a megfelels sikvektor kozé egyenlGségjelet
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tesziink. Ezt figyelhetjiikk meg az alabbi példaban.

Feladat: Legyen ¢ = i +2j és b = —2i — j. Adjuk meg a 3(a + b) vektor Descartes-
koordinata-rendszerbeli alakjat!

Megoldas: Kétféleképpen is elvégezhetjiik a szamolast. Az 1. esetben elGszor a vektorok-
kal szamolunk, majd a végén megvizsgaljuk a kapott vektor descartes-i koordinatéit. A 2.
esetben rogton a szamolas el6tt attériink az Ry vektortérre, és abban végezziik el a meg-
felels mtiveleteket. Az eredmény ugyanaz. (Figyeljiikk meg azokat az egyenlségjeleket,

amelyek valojaban azonositast fejeznek ki geometriai vektor és szampar kozott!)
L 3(a+b)=3(+2j—2i—j)=3(—i+j)=—-3i+3j =(-3,3)

Hasonl6an bevezethetsk az IR?, IR?, ... IR™ (tn. harom-, négy- ill. n-dimenzi6s) vektorte-
rek. (A térvektorok vektortere IR3-mal azonosithat6, a tébbi vektortér elemeit azonban

nem tudjuk geometriai vektorokkal azonositani.)

3. Geometrial vektorok skalaris és vektorialis szorzata

Térjiink vissza a geometriai vektorokra! Ezek korében tovabbi miiveleteket értelmeziink,

amelyek bevezetését a fizikai alkalmazasok indokoljak.

3.1. Skalaris szorzat

3.1 Definici6. Legyenek a,b € &, (n =2 vagy 3). Az a és b vektor a- b-vel jelélt skaldris
szorzatdn az

a-b:=lal-|b]cosy
valos szamot értyiik, ahol v az a és b vektorok kézrezdrt szoge.

A kozrezart szogen azt a, 0 és 180 fok kozotti forgasszoget értjiik, amellyel az egyik vektor

a masikba beforgathato.

Pl |Q| :\/57 |[—)| =2, 7=30°
a-b=+3-2-cos30° =3

Konnyen lathato, hogy mindegyik descartes-i egységvektor onmagaval vett skalaris szor-

zata 1, két kiilonb6z6 descartes-i egységvektor skaléaris szorzata pedig 0.
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b
|- 18]

IS

A definici6 alapjan a skalaris szorzatbol meghatarozhato a kdzbezart szog: cosy =

IS

Harom esetet kiilonboztethetiink meg;:

1.

IS

-b > 0 = 7 hegyesszog;
2. a-b=0 =~ derékszog;
3. a-b< 0=~ tompa- vagy egyenesszog.
Miiveleti tulajdonsagok: barmely a,b,c € &, (n=2 vagy 3) vektorra és a € IR szamra

l.a-b=b-a

2. (a+b)-c=a-c+b-c

1o

3. (aa)-b=afa-b) =a-(ab)

Igaz-e, hogy a(b-c) = (a-b)c? Altaldban nem, ugyanis az elébbi vektor a-val egyiranyt,
a masodik pedig c-vell Ha tehat a és ¢ nem esik egy egyenesbe, akkor nem allhat fenn az
egyenlGség.

A miveleti tulajdonsagokat kihasznalva megmutathatd, hogy tetszéleges két vektor

skalaris szorzata Descartes-koordinatékkal: a-b =" a;b;.

Pl. Mekkora szoget zér be az a =i+ k és a b = j + k vektor?

1
la|=v2=1b, a-b=1-0+0-1+1-1=1 = cosy=

=—-=7=060°

1
V2vV2 2
3.2. Vektorialis szorzat

Az a és b € & térvektorok a x b-vel jelolt vektorialis szorzatan azt a térvektort értjik,
amelynek hosszusaga |a x b| = |a| - |b| - sin~y (vagyis az a és b vektor &ltal kifeszitett
paralelogramma teriilete), tovabba mind az a, mind pedig a b vektorra merdleges tgy,
hogy a, b és a x b jobbsodréasu rendszert alkot. (Ha a paronként egymasra merdlegesen
tartott hiivelykujjunk az a, mutatoujjunk a b iranyaba mutat, akkor a kdzéps6 ujj mutatja
meg a X b irdnyét.)

Vegyiik észre, hogy ez a miivelet nem kommutativ, ha ugyanis az a és b vektort meg-
cseréljiik, azaz a hiivelykujjunk helyet cserél a mutatoujjal, a kozépsé ujjunk megfordul.
A vektor hossza nem valtozik meg, mert az a és b vektor mindkét esetben ugyanazt a
paralelogrammat fesziti ki. Igy tehat a x b = —b x a (igy fogalmazunk, hogy a vektorialis

szorzas antikommutativ miivelet).

Miiveleti tulajdonsagok: barmely a, b, c € &3 vektorra és a € IR szamra

11



l.axb=-bx

IS

2. (a+b)xc=axc+bxc
3. (aa) x b= afa x b) =a x (ab)
4. (axb)xc=(c-a)b—(b-c)a (kifejtési tetel)

A vektorialis szorzat a Descartes-koordinatakkal:
Ha a = (ab az, a3)7 Q = (b17 b?a b3)7 akkor

a X b= (azbs — asby)i + (asby — a1bs)j + (a1by — azbr)k

Kiszamitasahoz érdemes elkésziteni az alabbi tablazatot:

i j ok
a; a2 as
by by b3

Nevezziik a bal felsé sarokbdl kiindul6 atlot f6atlonak, a masikat mellékatlonak. A szabaly
a kovetkezG: vessziik a fGatlobeli elemek szorzatat, majd hozzidadjuk az els oszlop legalso
elemének, az elsé sor méasodik elemének, valamint a harmadik oszlop mésodik elemének
a szorzatat, illetve a kapott eredményhez ismét hozzaadjuk az eddig kimaradt elemek
szorzatat. Ebbdl az eredménybdl ezutan kivonjuk a mellékatld elemeinek szorzatéat, majd
— az el6bbi moédon — az elsé sor els§ elemének, a mésodik sor utolsé elemének, illetve a
harmadik sor kozéps6 (masodik) elemének a szorzatat, legvégiil pedig az eddig kimaradt

elemek szorzatéat.

Pl a=(3,2,1), b= (4,5,6)

IOV EN
>

J
2
5
axb=(12—5)i+(4—18)j + (15 — 8)k = (7, —14,7)

3.3. Vegyes (triadikus) szorzat

3.2 Definicio. Az a,b,c € & térvektorok vegyes (vagy triadikus) szorzatdn

(a,b,c) = (a xb)-c skalart értjiik.

Ez a miivelet tehdt nem mas mint egy & x & x & — IR tipusi leképezés. A vegyes
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szorzat abszolat értékben véve a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogatét
adja meg.

Vegyiik észre, hogy a vektorok sorrendje befolyésolja a vegyes szorzat értékét. A harom
vektor Osszesen hat kiilonb6z6 sorrendben irhaté fel. A sorrend megvaltoztatéasaval a
vegyes szorzatnak csak az elGjele valtozhat meg. A kiilonb6z6 sorrendi vegyes szorzatok

kozotti Osszefiiggést fogalmazza meg a kovetkezd, un. felcserélési tétel.

3.3 Tétel. Az a,b,c € & vektorokra (a,b,c) = (¢,a,b) = (byc,a) = —(b,a,c) =
_(Qagab) = _(Q,Z_),Q)

Az (a,b,c) vegyes szorzat kiszamitasa Descartes-koordinatakkal egyszerten elvégezhetd

az alabbi tablazat segitségével, a vektorialis szorzasnal tanult szabaly alkalmazasaval:

ay Gz as
by by b3
C1 Co C3

Pl. a=(1,0,1), b=(2,—-1,6), c=(0,2,5)

(@,b,c)=1-(=1)-54+0-6-04+2-2:-1—1-(=1)-0—-1-2-6-0-2-5=—13

Feladatok.

1. Lassuk be, hogy a vektoridlis szorzas 2. tulajdonsiga a kovetkezd sorrendben is

fennall:

ax(b+c)=axb+axc

Megoldds: ax (b+c) =% " —(b+c)xa =* " —(bxa+cxa) = —bxa—cxa =" 1

axXb+axc

2. Lassuk be a kovetkezd azonossagot: (a x b) x (¢ x d) = (¢,d,a)b — (¢, d,b)a
Megoldds: Jeldlje e a ¢ x d vektort.
(@xb)x(cxd)=(axb)xe=(e-a)b—(b-ela=((cxd) a)b—(b-(cxd))a=
(¢.d,a)b— (c.d,b)a
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4. A komplex szamtest

Ebben a fejezetben egy kis kitérst tesziink: a valds szamkor kibgvitésével foglalkozunk.

4.1. A komplex szamok bevezetése

Lattuk, hogy ha az IR? halmazt ellatjuk az Osszeadds és a skalarral valé szorzas mii-
veletével, akkor az IR? ugyanazokkal a tulajdonsigokkal rendelkezik, mint a geometriai
vektorok halmaza. Ezért IR%-t ezen két miivelettel ellatva vektortérnek neveztiik. A ska-
larral valo szorzas miiveletét gy is nevezhetjiik, hogy kiils6 szamtesttel valo szorzas, mert
a szamparokat nem szampéarokkal, hanem az IR halmaz (szamtest) elemeivel szoroztuk.

Most induljunk ki az IR? halmazbol, és definidljunk rajta mas moédon miiveleteket:
1. Osszeadason értsiik ugyanazt, mint a vektortérben: (a,b) + (c,d) := (a + ¢, b+ d).

2. Két elem egymassal valo szorzatan (belss szorzas!) értsiik a kovetkezot:

(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc)

Az 6sszeadas tulajdonsagai igy megegyeznek a valos szamok Osszeadaséanak tulajdonsagai-
val. A bels@ szorzast azért definialjuk ilyen bonyolult médon, hogy egyszerre rendelkezzen

a valos szamok szorzasanak kovetkezd négy tulajdonsagaval:
1. kommutativ
2. asszociativ

3. van olyan szampar (an. egységelem), amellyel barmely (a,b) szampéart szorozva
(a,b)-t kapjuk: ez az (1,0);

4. minden (a, b) # (0, 0) szamparhoz létezik olyan szampéar (in. reciprok elem), amely-

lyel megszorozva az (1,0)-t kapjuk.

Mivel tehat ezekkel a mtveletekkel az IR? elemei ugyanolyan tulajdonsagokkal rendelkez-
nek, mint a valés szamtest, ezért IR%-t ezen két miivelettel elldtva szintén szamtestnek
nevezziik, az elnevezése: komplex szamtest. A komplex szamtestet C-vel jeloljiik, és €
elemeit komplex szamoknak nevezziikk. Az z = (a,b) komplex szdmban a-t a komplex
szam valos részének (jel.: Re z), b-t a komplex szam képzetes részének (Im z) nevez-
ziik. A komplex szamokat hasonléan szemléltethetjiik, mint az R2-beli vektorokat, lasd a
kovetkezs abrat. A valos és a komplex szamtest kozott fontos kiilonbség, hogy a valos sza-
mokkal ellentétben a komplex szamokon nincsen rendezés, azaz nincs kisebb és nagyobb

komplex szam.
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A valos szamok a komplex szamok részének tekinthetSk: az a valos szamot azonosit-
hatjuk az (a,0) komplex szammal. Ezt az azonositast az indokolja, hogy a valos szamok
és a nulla képzetes részi komplex szamok kozott miivelettartod bijekcid van. Ezért egy a

valos szam és az (a,0) komplex szam kozé a tovabbiakban egyenlGségjelet tesziink.

Egy (a,b) komplex szam (a, b) konjugéltjan az (a, —b) komplex szamot értjiik. Pl. (2,-3) =
(2,3).

Az (a,b) komplex szam abszolut értékén az |(a,b)| := va? + b? szamot értjuk.

A KOMPLEX SZAMSIK

z=(a, b)

. X

a valos szamegyenes

z = (a, -b)

Nevezetes komplex szam a (0, 1) (an. képzetes egység), amelyet i-vel jeloliink. Szamitsuk

ki 7 négyzetét!
2 =(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-14+1-0) = (~1,0) = —1

(Az utolso lépésben azt hasznéltuk fel, hogy a kapott komplex szam a korabbiak értel-
mében azonosithato a —1 valés szammal, igy a ketts kozé egyenldségjelet irtunk.) Van
tehat olyan komplex szam, amelynek a négyzete —1, mikozben a valds szamok kozott nem
lehetett ilyet talalni!

4.2. Komplex szamok algebrai alakja

Mutassuk meg, hogy egy (a, b) komplex szam felirhat6 a + ib alakban (algebrai alak)!

a+ib=(a,0)+(0,1) - (b,0) = (a,0)+(0-6—1-0,0-0+1-b) = (a,0) + (0,b) = (a,b).
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Az algebrai alakkal kényelmes szamolni. Pl. az (5,2) és a (4,3) szam szorzatat igy is

kiszamithatjuk:
(5+2i)-(4+3i) =5-4+2i-4+5-3i +2i-3i =20+ 23i +6i*> = 20 +23i — 6 = 14+ 23i

Ez sziikségtelenné teszi a szorzasi szabaly memorizalasat.

4.1 Megjegyzés. Mivel komplex szamok eqgymdssal dsszeszorozhatok, igy C-n az egész
kitevds hatvany fogalma is értelmes. A hatvdanyozdsra ugyanazok az azonossagok érvénye-
sek, mint a valds szdmokéra (hiszen ugyanolyan tulajdonsdgi a szorzdismivelet). Igy pl.

(2™ = 2m" (21 - 29)" = 27 - 28 stb.

Pl (—i)? =?
(<P = (~1) i = (-1 2 = -1

Azaz a —i-nek is —1 a négyzete, nem csak i-nek. Igy irhatjuk:
V=1 =+i

Feladatok:

1. Szamitsuk ki az (5,2) és a (4, 3) komplex szamok Osszegét és szorzatat.
(5,2) + (4,3) = (9,5), (5,2) - (4,3) = (5-4—2-3,5-3+2-4) = (14,23) (vagy a

fenti modon is szamolhatunk)

2. Szamitsuk ki a kévetkezdket:
a) z=i" b)) z=[1+4d c)z=
Megoldas:
a) (i2)%7 = (—1)%7 = -1
b.) V2

C)3—42’_3—4i2~|—z'_(3—4i)(2+i)_(3—4i)(2+i)_6—8i+3i—4i2
Yo 2—4 244 4 — 42 N 5 N 5
10 — 54 .
=2—1
5

Komplex szamokat ugyanugy szokasos az abszolit érték és az irdnyszog segitségével meg-

adni, ahogy a sikvektorokat. Ha az (a,b) komplex szam abszolut értéke r, szoge ¢, akkor
(a,b) = (rcos¢,rsing) = rcos¢ + irsin ¢ = r(cos ¢ + isin ¢) (trigonometrikus alak). A

trigonometrikus alakkal igen kényelmesen elvégezhets a szorzas és az osztas:

r(cosa +isina) - p(cos 8+ isin B) = rp(cos(a + 8) + isin(a + 3))
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r(cosa+isina) r

= ]—)(COS(CY — ) +isin(a — §))

p(cos B+ isin f3)
Pl. legyen z; = 2(cos45° + isin45°), 2o = 3(cos5° + isin5°). Mivel egyenls z; - z5 és
o
Z9 5
21 - 25 = 6(cos 50° + isin 50°), L = 5 (cos40° + isin 407)
22

A szorzéasbol kovetkezik az egész kitevés hatvany képlete:
2" = [r(cos ¢ + isin @)]" = r"(cosng + isinnoe)

Egy komplex szam n-edik hatvanya egyértelmi, n-edik gyokbdl azonban n db van (ezek

kozott lehetnek egyenldk is):

¢+k27r+_ . O+ k27

781N

{L/E:{L/?(cos ), k=0,1,...n—1

n

Pl Vi="

Mivel 7 = cos 90° 4 2sin 90°, igy

90° + k - 360° 90° + k - 360°
\/Z:\/I<cos+—+isin+—), k=01,

2 2
: V2 V2
azaz \/z:j:<7+27)

4.3. Masodfoka egyenletek megoldasa a komplex szamok halma-
zan
Kozépiskolaban sokat tanultunk a mésodfoku egyenletekrsl, amelyek altalanos alakja

ar’ +br +c =0,

ahol a, b és c rogzitett valos szamok. Ennek megoldésat akkor még csak a valds sza-
mok halmazan kerestiik, hiszen mas szamokat nem ismertiink. Lattuk: a valds szamok

halmazan akkor és csak akkor 1étezik megoldas, ha

D = b* — 4ac > 0.

17



Vegyiik észre azonban, hogy az egyenletben x helyébe komplex szamot is van értelme
behelyettesiteni! Egy masodfoki egyenletnek mindig van megoldésa a komplex szdmok
halmazan, legfeljebb két kiillonb6z6. A megoldas meghatarozasara a szokisos megoldo-
képletet hasznalhatjuk (ugyanis a levezetés minden lépése komplex esetben is miikodik).
Mig negativ diszkriminans esetén nincs valés megoldés, komplex megoldasbol ketts is van,
mert egy negativ szamnak két komplex négyzetgyoke van. A —1 négyzetgydkei pl., mint
lattuk, az ¢ és a —1.

Pl Oldjuk meg a 2% + 3z + 4 = 0 egyenletet!

—3++/9-16 —-3+—1V7 3 VT,
2 2 2

21,2 =

4.2 Megjegyzés. Ha két komplex gyok van, akkor azok mindig eqymds konjugdltjas.
(Megjegyezziik, hogy ez a megdllapitds mdr nem igaz akkor, ha megengedjik, hogy a, b

ill. ¢ komplex is lehessen.)

5. Linearis algebrai egyenletrendszerek

A félév hatralévs részének f6 témaja egy fontos feladattipus, a linearis egyenletrendszer
targyalasa. Ehhez sziikségiink lesz az IR™-beli vektor és a Matematikabol mar tanult
métrix fogalméara. Emlékeztetsiil: m X n-es métrixnak hivunk egy m sorboél és n oszlopbol

allo szamtablazatot. Erdemes lesz ismerniink a kévetkez6 néhény speciélis méatrixfajtat:
e Az 1 X n-es matrixokat sormatrixnak nevezziik.
e Az n x l-es matrixokat oszlopmatrixnak nevezziik.

e Az n x n-es matrixokat négyzetes (kvadratikus) matrixnak nevezziik. A gyakor-

latban ez utobbiak a legfontosabbak.
A négyzetes matrixokon beliil tovabbi specialis métrixokat definidlunk.

e Diagonalis matrix: A fgatlojan kiviil minden eleme nulla, vagyis a;; = 0, ha i # j,
pl. identitasmatrix vagy egységmatrix (a fGatloban egyesek). (A f6atloban nem
muszaj nullatol kiilonbozs elemeknek lennitik, lehetnek ott is nullak. . .)

PL

o O =
o ot O
o O O
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e Szimmetrikus matrix: a f6atlora szimmetrikusan elhelyezkeds elemek egyenldk,

azaz a;; = aj;, 1, = 1,2...,n. (A f6atloban tetszdleges elemek lehetnek.)
Pl

12 5

2 5 =3

5 —3 8

e Antiszimmetrikus matrix: a f6atlora szimmetrikusan elhelyezkedd elemek egy-

mas (—1)-szeresel, azaz a;; = —aj;, 4,j = 1,2...,n. (Mivel ezt minden i,j =
1,...,n indexparra el6irjuk, igy a; = —a;;, © = 1,...,n is beleértendé ebbe, amibdl

az kovetkezik, hogy a f6atloban nullak vannak!)

PL
02 5
-2 0 =3
-5 3 0

e Haromszogmatrixok: fels6haromszog-matrix: a;; = 0, hai > 7, ill. alsoharomszog-
méatrix: a;; = 0, ha i < j.

Pl. fels6haromszog-matrix:

2 5
2 =3
6

(A foatlo folott is lehetnek nullak, de alatta szigortian csak nullak lehetnek.)

P1. als6haromszog-matrix:

1 00
1 20
4 -3 6

(A f6atlo alatt is lehetnek nullak, de f6l6tte szigoruan csak nulldk lehetnek.)

5.1. A linearis algebrai egyenletrendszer fogalma

5.1 Definicid. Linedris algebrai egyenletrendszernek (roviden linedris egyenletrendszer-

nek) nevezzik az

a1 + a2 + ...+ apT, = b

a21T1 + Q222 + ... + QopTy = bg
(1)

A1 T1 + Qa2 + ..o+ ATy, = bm
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alaki egyenletrendszereket, ahol x1,xo, . .., x, az ismeretlen valds (vagy komplex) szamok,
a; (1 =1,...,m,j = 1,...,n) (az ismeretlenek egyiitthatoi), €s by,by... by, (az un.

szabad tagok) adott valds (vagy komplex) szdmok.

Pl. a kovetkez§ egyenletrendszer egy két egyenletbdl allo (m = 2) kétismeretlenes (n = 2)

lineéris egyenletrendszer:

T+ T = 3

21’1 +2£L’2 = 5

5.2 Definicio. Az (1) linedris egyenletrendszer egy megolddsdnak nevezzik az n szambol
allo Ay, Ag, ..., A\, rendszert, ha az x; = N (i = 1,2,...,n) helyettesitéssel mindegyik

egyenletben azonossagot kapunk.

A linearis egyenletrendszerekkel kapcsolatban a kovetkezd alapkérdéseket fogalmazhatjuk

meg;:
1. Megoldhato-e az egyenletrendszer?

2. Ha igen, hany megoldasa van? (Megoldani az egyenletrendszert azt jelenti, hogy

meghatarozzuk az 6sszes megoldasat!)

3. Hogyan hatarozhato(k) meg a megoldas(ok)?

5.3 Definicidé. (Homogén és inhomogén linedris egyenletrendszer)
Ha b; = 0,1 = 1,2,...,m (vagyis az dsszes szabad tag nulla az egyenletrendszerben),
akkor homogén, eqyébként inhomogén linedris eqyenletrendszerrdl beszélink.

A tovabbiakban gyakran alkalmazzuk az egyenletrendszer roviditett jelolésmodjat.

5.4 Definicio. Az

a1 a2 ... Qip
A — 921 QA29 ... QA9pn c ]Ran
Am1 Am2 ... Qmnp

mdtrizot az (1) linedris eqyenletrendszer egyutthatomdtrizdinak nevezzik.

Vezessik be az

T
by
T2
by
T = I3 és b:= )
b
Tn
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jeloléseket is. Ezek segitségével (1) felirhato
Az = (2)

alakban, és az egyenletrendszer megoldésa azt jelenti, hogy meghatarozzuk mindazon x

vektorokat, amelyek kielégitik a (2) egyenlséget.
Pl. 1. Mely egyenletrendszernek felel meg az Ax = b egyenlet, ha

A:314 ésl_):?)?
01 2 0

Megoldas:

31’1+I2+4ZE3 = 3
$2+2$3 =0

2. Irjuk fel az

2
T+ X9 = 3

egyenletrendszer egyiitthatomatrixat!

Megoldas:
A 01
11

Az egyenletrendszer megoldhatosidganak vizsgalatdban sziikségiink lesz egy, a négyzetes
matrixokhoz rendelhetd szam, az tn. determinans ismeretére. A tovabbiakban ennek

értelmezésével foglalkozunk.

5.2. Matrixok determinansa

A determinéns fogalméat négyzetes matrixokra értelmezziik. Kezdjiik az A € IR**? esettel!

5.5 Definicio. (2 x 2-es mdtriz determindnsa)

Az ar1a99 — ao1a19 Szdmot az




Py PN . w1 ainn iz
mdtriz determinansdnak nevezziik. Jeldlése: |Al, det A vagy

ag1 A2
A 3 x 3-as matrixokra a definicio a kovetkezd.

5.6 Definici6é. Az aj1a2a33 + a12a23a31 + 21032013 — Q13022031 — G11G23032 — G12G21033

szamot az A € R¥*® mdtriz determindnsdnak nevezziik (harmadrendd determindns). Je-
a1 G2 13

lolése: |A|, det A vagy | as1 a9 ags

a31 dazz G33

5.7 Megjegyzés. A definicioban szerepld hat tagi dsszeq a vektoridlis €s a vegyes szorzat

Descartes-koordindtds alakjindl mdr latott modon szdmitodik az A mdtriz elemeibdl.

Vegyiik észre, hogy a 3 x 3-as méatrixok determinansa Osszerakhatd 2 x 2-es determinan-
sokbol:

Q22 A23 Q21 A23 Q21 A22

det A = aiq

— a2 - + aq3 -

a3z A33 a3; Aas3 a31 a3z

Azt mondjuk, hogy a determinanst kifejtettiik az els§ sor szerint. Ez altalanosabban is

igaz: Legyen i egy tetsz6leges index (i € {1,2,3}). Ekkor
3
det A= ay - (=1)" - |Ayl,
j=1

ahol |A;;| annak a matrixnak a determinansa, amelyet A-bol ugy kapunk, hogy az a;;
elemet tartalmazo sort és oszlopot elhagyjuk. (A determinénst kifejtjiikk az i-edik sor
szerint.) Itt |4;;| neve: az a;; elemhez adjungalt aldeterminéns. Az (—1)""7-|A;;| kifejezést
el6jeles adjungalt aldeterminansnak nevezziik, és erre az | A;;|* jelolést fogjuk alkalmazni.
Megjegyezziik, hogy nemcsak barmelyik sor, hanem barmelyik oszlop szerint is kifejthets
a determinéns.

Ez az eljaras, amellyel a harmadrendd determinans kiszamitasat visszavezetjiik méa-
sodrendti determinansok kiszamitasara, lehetGséget ad az n-edrendd determinéns értel-

mezésére, ahol n € IN tetszsleges.

5.8 Definici6é. Az A € IR™"™ mdtriz determindnsdnak nevezzik a
det A = Z a,-j(—l)i+j|Aij|
j=1
szamot, aholi € {1,2,... ,n} tetszdleges sorinde.
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A fenti képletben az A;; matrix (n—1) x (n—1)-es. (Belathato, hogy valéban tetszdleges
sorindexet valasztva ugyanahhoz a szamhoz jutunk, tehat értelmes a definici6. Sé6t, oszlop
szerint kifejtve is ugyanahhoz a szamhoz jutunk.) Igy egy n-ed rendii determinans n! tagt
Osszeghdl all.

A determinanst csak négyzetes matrixokra értelmezziik. TetszSleges matrixnak vannak

viszont aldeterminénsai.

5.9 Definicié. Az A € R™"™ mdtriz k-ad rendd aldetermindansdnak nevezink minden
olyan k-ad rendd determindnst, amelyet ugy kapunk, hogy az A mdtrizbol kivdlasztunk
k darab sort és k darab oszlopot (k < min(m,n)), és az ezek keresztezédéseiben lévd
elemekbdl osszedllitott mdtrixz determindnsdt képezziik.

5.2.1. A determinans tulajdonsagai

Tetszbleges A € R™™™ matrixok determinénsara igazak a kovetkezd tulajdonsagok.

1. det A = det AT, vagyis a transzponélassal nem valtozik meg a métrix determinansa.
Biz.: det A-t az i-edik sor és det AT-t az i-edik oszlop szerint kifejtve ugyanazt

kapjuk.

2. Egy A métrix determinansa akkor és csak akkor nulla, ha A sor- vagy oszlopvektorai

linearisan Gsszefliggdek.
3. Két sor felcserélésével a determinéns elGjele ellentétesre valtozik.

4. A, B € IR™" esetén det(A - B) = det A - det B.

5.2.2. Speciilis matrixok determinansa

o Az I € IR™*" identitasmatrixra det! = 1.

e Diagonélis és haromszogmaétrixok determinansa a fGatlobeli elemek szorzata.

5.3. Az inverz matrix

5.10 Definici6é. Az A € R™" mdtrizot invertalhatonak nevezzik, ha létezik olyan X €
R™™ madtriz, amelyre A-X = I, ahol I azn x n-es identitdasmdtriz. Ekkor az X mdtrizot

az A mdtriz inverzének nevezziik és A~-gyel jeloljiik.

Megjegyzés. Megmutathato, hogy ha A- X = I, akkor X - A = [ is automatikusan teljesiil,
tehat az inverz matrixra A- A~ =T és A7 - A = I. Az inverz matrixra sziikségiink

lesz a lineéris egyenletrendszerek megoldésanak felirasakor. Ezért ebben az alfejezetben
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megvizsgaljuk, hogy mikor létezik egy A matrixnak inverze, és az hogyan hatarozhato
meg.

Koénnyen meggondolhato, hogy ha A-nak létezik inverze, akkor az egyértelmd. Tegyiik
fel ugyanis, hogy A-nak két inverze is létezik, A~! és A1, Ekkor

A-A =T
Szorozzuk meg az egyenléség mindkét oldalat balrol a mésik inverzzel, azaz A~!-gyel:
AL A AT = AT T

A jobb oldalon A~! all, ugyanis az identitasmatrixszal tetszéleges M € IR™™ matrixot
szorozva (barmilyen sorrendben) M-et kapjuk. A bal oldalon A=' - A- A~ = (A~1. A) -
A1'=T-A"1= A" Ebbsl A~! = A~!, vagyis a két inverz métrix nem lehet kiilsnbozs,
csak egy inverz matrix létezik.

Vizsgaljuk meg, hogy mikor létezik A~
5.11 Definici6. Az A € IR™" mdtrizot szinguldrisnak nevezziik, ha det A = 0, és requ-
ldrisnak, ha det A # 0.

5.12 Allitas. Szinguldris mdtriznak nem létezik inverze.

Biz.: Ha létezne inverze, akkor a determinans 4. tulajdonsdga miatt det A - det A=! =
det(A- A7') = det I = 1 lenne, de ha det A = 0, akkor ez nem lehetséges.
Megmutatjuk, hogy ha A reguléris, akkor létezik A~1, és meg is adjuk az elemeit.

5.13 Definicié. Legyen A € R™*™. Jeldlje A* = (aj;) azt az n X n-es mdtrivot, amelyre

aj; = |Aul*. Ezt az A* mdtrizot az A mdtriz adjungdlt mdtrizdnak nevezzik.

|An)E A E o A
4 [Apl® [Anl™ ... Al
7 N Y % W

5.14 Allitas. Az A mdtriznak és az A* adjungdlt mdtriznak o szorzata olyan diagondl-

mdtriz, amelynek fédtlobeli elemei az A determindnsdval eqyenldk, azaz

det A 0 ) 0
A
AoA = A A= 0 detA O
) ) ) 0
0 ) 0 detA
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Biz.: Végezziik el a métrixszorzast! A szorzatmatrix i-edik sordban és j-edik oszlopaban

a
n
Cij = Z aik|Ajk|i
k=1

szam all.

e Ha i = j, akkor ¢;; := > _, au|Ai|*, ami egyenls det A-val, mivel ez az Osszeg

éppen az A méatrix determinansanak az i-edik sor szerinti kifejtése.

e Ha ¢ # j, akkor ¢;; = 0, ugyanis ekkor a ¢;; Osszeg azon matrix determinansa-
nak a kifejtése, amelyet A-bol ugy kapunk, hogy a j-edik soraba az i-edik sorét
tessziik. Ennek a matrixnak i-edik és j-edik soraban megegyeznek az elemek, ezért

a determinansa nulla.

5.15 Kovetkezmény. Ha det A # 0, akkor fenndll az

1 . 1 . B
det A 'A_detA.A A=1

eqyenldség, amelybdl azonnal ldthato, hogy A-nak létezik inverze, €s

|Au|® |Aai |t |An1 |+
det A det A : det A
|A12|*

A—l — det A
|A1n|* |Ann|*
det A : : det A

Tehdt A=Y i-edik sordban az A mdtriz i-edik oszlopdban lévé elemekhez tartozo eldjeles

adjungdlt aldetermindnsok dllnak, det A-val osztva.

Ha A € IR?*2, akkor az adjungalt métrixat egyszert felirni. Szamitsuk ki &ltalanosan az

adjungalt marix elemeit. Legyen

A:

ailr Q2
Qg1 A22
Az adjungalt aldeterminénsok 1 x 1-es matrixok determinénsai lesznek. Az 1 x l-es

matrixok a valés szamok, az ilyen métrix determinansa sajat maga. Ennek megfelelGen
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az adjungalt matrix elemei:

Tehat az adjungalt métrix:

—Q21 a1

Azt vehetjiikk tehat észre, hogy a 2 x 2-es A matrix adjungalt matrixat ugy irhatjuk
fel, hogy megcseréljiik a f6atloban 1évs szamokat, a mésik kettét pedig az ellentettjére
valtoztatjuk. Az A inverzének a kiszamitasahoz ne felejtsiik el az A* Osszes elemét det A-

val leosztani.

5.4. A Cramer-szabaly

Koréabban bevezettiik a linearis egyenletrendszerek roviditett jelolésmodjat. Ennek alap-

jan egy n X m-es méatrixia lineéris egyenletrendszer az
Ax=1» (3)

alakba irhato, ahol A € IR™*", és x,b € IR".
Tegyiik fel, hogy az A matrix regularis, azaz det A # 0. Ekkor a korabbiak értelmében

létezik A~'. Szorozzuk meg az (3) egyenletet balrol az A~! matrixszal! Igy az
z=A"

egyenlethez jutunk.
A jobb oldalon all6 vektor j-edik elemét (j =1,2,...,n) az

~ det A

!A1j|ib N | Agj|*

1 ‘An]"i b 1
det A det A

det A n= detA(|A1j|:tb1 +.+ |An]|ibn)

b2—|——|—

Osszefliggés adja meg, ahol Aj;-vel a kovetkezd matrixot jeloltiik:

a1n ... 4141 b1 ... Qip
Q21 ... G251 bQ .. Qop
Ap1  -.. QApj-1 bn e App
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(Az eredeti A matrix j-edik oszlopat kicseréltiik b-re.) Tehat a j-edik ismeretlen elGall

= detAj
T det A

alakban.

Osszefoglalva, ha a linearis egyenletrendszerben az egyiitthatomatrix négyzetes (tehat
ugyanannyi egyenlet van, ahany ismeretlen), és regularis az egyiitthatoméatrix, akkor az
egyenletrendszernek létezik egyetlen megoldasa, és az felirhato a Cramer-szabaly segitsé-
gével determinansok hanyadosaként. Megjegyezziik, hogy ennek a megoldasi moédszernek
inkdbb elméleti jelentGsége van, a gyakorlatban nem szokas alkalmazni, mert a determi-

nans kiszamitasa nagyobb méret matrixoknal mar meglehetGsen idGigényes.

5.5. A linearis algebrai egyenletrendszerek altalanos elmélete

Az el6z6 fejezetben bevezettiik a lineéaris algebrai egyenletrendszerekkel kapcsolatos leg-
fontosabb alapfogalmakat. Ebben a fejezetben valaszt kapunk arra a kérdésre, hogy egy
tetszéleges linearis egyenletrendszerrél hogyan donthetjiik el, hogy megoldhaté-e vagy

sem, és ha megoldhato, hdny megoldasa van.

5.5.1. A matrix rangja

A matrix rangjanak a fogalma a linearis egyenletrendszerek megoldhatésagéanak vizsgala-

taban lesz segitségiinkre.

5.16 Definicié. Az A € R™ " mdtrixz rangjin az egymdssal linedrisan fiiggetlen rend-

szert alkotd oszlopvektorok maximdlis szdmdt értjik a mdtrizban. Jelélése: rang(A).

Pl. mennyi a rangja a kovetkezd matrixoknak?

100 100 110
A=1010 B=110 01 C:[ ]
0 01

001 000

Az A métrix harom oszlopvektora linearisan fliggetlen rendszert alkot, ezért rang(A) = 3.
A B matrixban a harom oszlopvektor sszefliggs (koztiik van a nullvektor), ezért a rang
csak 3-nal kisebb lehet. Az (1,0,0) és a (0, 1,0) oszlopvektor linearisan fiiggetlen, ezért a
rang 2. A C matrixban az (1,0) és (0, 1) oszlop linearisan fiiggetlen, a harom oszlopvektor
azonban mar linearisan Osszefliggs, igy rang(C') = 2.

Nyilvanvaloan, ha A = 0 (nullmétrix), akkor a rangja 0.
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A rangot a legtobb esetben nehéz a fenti definicié alapjan kiszamitani. Ezért hasznos
a kovetkezd tétel, amely lehet&vé teszi, hogy egy matrix rangjat az aldeterminansainak a

vizsgalataval hatarozzuk meg.

5.17 Tétel. (Mdtrizok rangszamtétele)
Az A € R"™™ madtrizban a legmagasabb rendd nemnulla aldetermindns rendje egyenld az

A rangjdval.

Biz.: Jelolje r a legmagasabb rendd nemnulla aldeterminéns rendjét. (Ez azt jelenti,
hogy a matrixban talalhatd olyan r x r-es aldeterminans, amelynek az értéke nemnulla,
de minden annal nagyobb méretii aldeterminansa nulla.) Az egyszertiség kedvéért tegyiik
fel, hogy az egyik ilyen r-edrendi aldeterminans a méatrix bal felsé sarkaban foglal helyet.
(A bizonyitas menetébdl lathato, hogy ez nem jelenti az altalanossig megszoritasat.)
Jelolje ezt a nullatol kiilonb6z6 aldeterminédnst D. Abbol, hogy D # 0, kovetkezik,
hogy a maétrix els6 r oszlopa linearisan fiiggetlen. (Ha ez nem lenne igaz, akkor a D
aldeterminans oszlopai is linearisan Osszefiiggék volnanak, és ekkor D = 0 lenne.)
Legyen | € {r +1,...,n} tetszSleges index, és mutassuk meg, hogy az l-edik oszlop
kifejezhetd az els6 r oszlop linearis kombinaciojaként. (Ez éppen azt jelenti, hogy a rang

r.) Legyen ¢ € {1,2,...,m} tetszbleges index, és jelolje A; a

ayi; . . Qi Gy
A; =

ar1 -+ Qpp Gy

Qi1 - . Qe Qg

determinanst. Ennek értéke nulla, ugyanis

—ha i > r, akkor A; az A métrix (r + 1)-edrendi aldeterminansa, amirél feltettiik, hogy
nulla;

— ha pedig 7 < r, akkor A; két sora egyenld.

Fejtsiik ki a A; determinanst az utolso sora szerint. Irjuk fel el6szor a kifejtésben szerepls

elGjeles adjungélt aldeterminénsokat:

an - A45-1 QArg+1 - G Ay
B )4 . . . . . .
|Aij| = (=)D Li=1,...,r

Ar1 o Qrj—1 Grj41 - App Gy

|[Aal = (=1)*"*V- D =D.
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Mivel az |A;j], j = 1,...,r Osszegek fiiggetlenek i-t6l, ezért |A;;| helyett alkalmazzuk az
|A¢j)| jelolést. Igy a A; determinéns felirhaté a

A; = an|An)| + ai|Ap)| + ... + an|Apy| + agD

alakban. Ebbdl, felhasznélva, hogy D # 0, az

A A A,
au:—’ <1>\aﬂ_\ @l [ A

D

D 12 .- D 14

Osszefiiggést nyerjiik. Mivel az itt szerepls egyiitthatok i-t6l fliggetlenek, ezért az egész

Al Al

D T —@ egyiitthatokkal vett linearis kom-

l-edik oszlop az els6 r oszlop —
binécioja.

A bizonyitasbol latszik, hogy ha talaltunk egy r-edrendi nemnulla aldeterminanst, és
az ezt tartalmazod (r + 1)-edrendii aldeterminansok mar mind nullak, akkor a matrix
rangja r. Ezért a matrix rangjat ugy szamitjuk ki, hogy az alacsonyabb rendi aldetermi-

nansoktol a magasabb rendtek felé haladunk.

5.18 Megjegyzés. A rangszamtételbdl és abbol, hogy a mdtrix transzpondldsdval nem
vdaltoznak meg az aldetermindnsai, kévetkezik, hogy a rang definicidjaban oszlopvektorok
helyett sorvektorokat is irhatunk. (Vagyis a linedrisan figgetlen oszlopvektorok mazimdlis

szdma mindig pontosan egyenld a linedrisan figgetlen sorvektorok mazximdlis szdmdval.)

Mindezekbdl kovetkezik, hogy egy matrixnak nem lehet nagyobb a rangja, mint ahany
sora és ahany oszlopa van, azaz rang(A) < min{m,n}. Egy 2 x 3-as matrixnak példaul

legfeljebb 2 lehet a rangja, egy 5 x 3-asnak legfeljebb 3, és egy n x n-esnek legfeljebb n.

5.5.2. Linearis egyenletrendszerek megoldhatésaga

Ebben az alfejezetben megfogalmazzuk, hogy mi annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy egy linearis egyenletrendszernek létezzen megoldasa.
Tekintsiik az
Az =b, Ae¢ R™", ze€R", be R" (4)

lineéris egyenletrendszert.

5.19 Definicio. Az

mdtrizot a (4) linedris eqyenletrendszer kibévitett matrizinak nevezzik.
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Mivel ezt a méatrixot az A matrixbdl agy kaptuk, hogy egy oszloppal kiegészitettiik, ezért
vagy megegyezik a két matrix rangja, vagy a kibévitett matrixé eggyel nagyobb, mint az

egyiitthatomatrixé.

5.20 Tétel. (Kronecker—Capelli-tétel)
Az Az = b linedris egyenletrendszernek pontosan akkor létezik megolddsa, ha rang(A) =

rang(Ayp).

Bizonyitas helyett tekintsiink néhény példat szemléltetésiil!

PL 1.

T+ o = 3

21‘1 + 21‘2 = 5
Els6 latasra felttinik, hogy ellentmonddak az egyenletek, mert a maéasodik egyenlet bal
oldala az els6 egyenlet bal oldalanak a 2-szerese, a jobb oldalon azonban a 3-nak az 5

nem a kétszerese, hanem az 5/3-szorosa. Hogy tiikrozi ezt az ellentmondast az A és az

Ap rangjanak a viszonya? Az egylitthatémaéatrix és a kibévitett matrix:

11 3
2 2 5|

Az A maétrix sorai linearisan Osszefiiggéek, mert az els§ sornak a masodik sor a kétszere-

11
2 2

A= A=

se, az A, matrix két sora viszont nem egymaés szamszorosa, igy ennek két sorvektora mér
linearisan fiiggetlen. Igy rang(A) = 1 # rang(4,) = 2, tehat a Kronecker-Capelli-tétel

szerint nem létezik megoldés.

Pl 2.
T+ T2 =
2371 + 21’2 =

Most az egyiitthatomatrix és a kib&vitett matrix:

Azll 1]7 A"le 1 3]'
9 2 2 92 6

Ebben a példaban ez el6z6hoz képest annyi a valtozés, hogy a mésodik egyenlet szabad
tagjat 5-r6l 6-ra cseréltiik. Nyilvan itt végtelen sok megoldas lesz, mert az els6 egyenletet
végtelen sok szampar kielégiti, és ezek automatikusan eleget tesznek a masodik egyenlet-
nek is. Az A nem valtozott, az Ay-ben azonban ugyanigy kétszerese a masodik sor az

elsének, mint az A-ban, igy rang(A) = 1 = rang(A,). Tehat a Kronecker—Capelli-tétel
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szerint is van megoldés.
PL. 3.
T+ X9 =
x|+ 2%’2 =
Most az egyiitthatomatrix és a kib&vitett matrix:
11 113
) Ab = .
1 2 1 25

Ha az els6 egyenletbdl kifejezziik az egyik ismeretlent, és behelyettesitjiik a masodik egyen-

A=

letbe, akkor konnyen meg tudjuk oldani ezt az egyenletrendszert, és egyetlen megoldast
kapunk: x; =1, o = 2. Az A matrixban most méar fiiggetlenek a sorok, csaktgy, mint
az Ap-ben, igy mindkettének 2 a rangja, igy a Kronecker—Capelli-tétel szerint is létezik

megoldasa.

5.5.3. A megoldasok szama

A Kronecker—Capelli-tétel csak a megoldas 1étezésérdl szol, a megoldasok szamérol nem.
Latni fogjuk, hogy a megoldasok szamét illetGen a fenti harom tipus lefedi az Gsszes
lehetséges esetet, ami csak elGfordulhat.

Vizsgéaljuk meg, hogy mitél fiigg a megoldasok szama! Legyen rang(A) = rang(A,) =
r. Ekkor az A és az A, méatrixban egyarant r darab linearisan fliggetlen sor van, ami egy-
ben azt is jelenti, hogy az egyenletrendszerben csak r darab egyenlet fliggetlen egyméstol;
a maradék m — r darab egyenlet nem jelent 4j feltételt, és ilyen értelemben felesleges.
Tegyiik fel, hogy ezek az utolsok (ha nem igy van, a bizonyitas tovabbi menete akkor
is alkalmazhato). Az m darab egyenletbdl allo (4) rendszer tehat helyettesithets egy r

darab egyenletet tartalmazo

a1y + a2z + ...+ apr, = b
911 + Q999 + ... + AonTy — b2

(6)
ar1T1 + Q2o + ...+ QT = br

alakt egyenletrendszerrel. Elegend6 ennek a megoldasait meghatarozni.
Nyilvanvaloan r legfeljebb az ismeretlenek szamaval egyenls, azaz r < n. A (6) megolda-
sainak szamat illetGen két eset lehetséges:

— Ha r = n, akkor a (6) rendszerben ugyanannyi egyenlet van, mint ahany ismeretlen,
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és az egyiitthatomatrix determinansa nemnulla, kdvetkezésképpen az egyenletrendszernek
létezik megoldasa, és a megoldas egyértelm.

— Ha r < n, akkor tegyiik fel, hogy a nemnulla r-edrendd aldeterminans példaul az elsé r
darab ismeretlen egyiitthatoibol all. Vigyiik at a jobb oldalra az x,,1, ..., x, ismeretlene-
ket tartalmazo tagokat, és adjunk az x,.1, ..., z, ismeretleneknek tetszéleges ¢, 1,..., ¢,

értékeket. Igy az

a;nry +aprs + ...+ a1, = bl —A1r41Cr41 — - - — Q1pCp
a1 + ATy + ... + AW, = by — Agpy1Crpr — ... — A2,Cp
(7)
Ar1®1 + Q2o + ...+ Qe = br — Qrr41Cr41 — -+ - QppCpy
egyenletrendszerhez jutunk, és ennek mér létezik egyetlen x1,...,r, megoldasa. Ezek a
tetsz6legesen megvalasztott ¢y, ..., ¢, paraméterek fiiggvényei, ezért ebben az esetben

végtelen sok megoldas van.
Vegyiik észre, hogy mas eset nem lehetséges, tehat ha megoldhaté a lineéris egyenletrend-
szer, akkor vagy egy megoldasa van, vagy végtelen sok megoldasa van.

A fenti eredményeket a kovetkezGkben foglalhatjuk Gssze.
e Ha rang(A) # rang(A,), akkor az egyenletrendszernek nincs megoldésa.

e Ha rang(A) = rang(A,) = n, azaz a koz0s rang egyenls az ismeretlenek szamaval,

akkor az egyenletrendszernek egyértelm megoldasa van.

e Ha rang(A) = rang(A,) < n, azaz a kozos rang kisebb az ismeretlenek szamanal,

akkor az egyenletrendszernek végtelen sok megoldésa van.

5.5.4. Homogén linearis egyenletrendszerek

Tekintsiik az
Az =0, AecR"™", zeR", 0 R™ (8)

homogén linearis egyenletrendszert.

A Kronecker—Capelli-tételbdl kovetkezik, hogy (8) mindig megoldhato, mivel a 0 oszlop

hozzavétele nem novelheti a métrix rangjat. Konnyen lathato az is, hogy az 1 = x5 =
. = z, = 0 szdmok mindig kielégitik az egyenletrendszert; ez az egyenletrendszer un.

trivialis megoldasa.

Legyen az A méatrix rangja 7.

Ha r = n, akkor az el6z6 fejezet értelmében egyetlen megoldas van, azaz csak a trivialis

32



megoldés létezik.

Ha r < n, akkor végtelen sok megoldas van, vagyis ekkor léteznek nemtrivialis megoldasok
is.

Specialisan, n egyenletbdl all6 n ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszernek pon-
tosan akkor létezik nemtrividlis megoldasa, amikor det A = 0 (mivel ez azt jelenti, hogy
rang(A) < n). Ha pedig m < n, azaz kevesebb egyenlet van, mint ahany ismeretlen,
akkor rang(A) < n miatt vannak nemtrivialis megoldésok is.

A homogén linearis egyenletrendszerek a kovetkezd speciélis tulajdonsagokkal rendel-

keznek:
1. Ha a Aq,...,\, rendszer megoldasa (8)-nek, akkor tetszdleges a € IR esetén « -
ALy ..o, -\, is megoldas.

Biz.: Jelolje A a (A1, \a, ..., A\,) vektort. Aq,..., A\, megoldasa (8)-nak = A\ = 0.
Ekkor tetszéleges a € IR esetén A(a)d) = a(AN) = a-0=0, azaz a- A\y,...a - A\,

is megoldas.

2. HaAi,.o o dn 68 Apyenn ) Ay S megoldésa (8)-nak, akkor A; + D VU WE W 74 meg-
oldas.
Biz.: Legyen A = (A1, Aa, ..., \p) és \ = (5\1,5\2,...,5\n). Ay A 68 A, Ay IS
megoldasa (8)-nak = AN =0 és AN=0. = A(A%—i) = AN+ AN=0+0=0.

3. A fentiek kovetkezménye, hogy egy homogén lineéris egyenletrendszer megoldasai-

nak tetszéleges linearis kombinécidja is megoldasa az egyenletrendszernek.

5.5.5. Kapcsolat a homogén és az inhomogén linearis egyenletrendszerek meg-

oldéasai kozott

Tekintsiik az
Ar=b, Ac R™", z€R", be R" (9)

linearis egyenletrendszert. Kapcsolatot keresilink ezen inhomogén rendszer és az A egytitt-
hatomatrixt

Az =0 (10)
homogén rendszer megoldasai kozott.

5.21 Allitas. A (10) egy tetszdleges megolddsdinak és a (9) egy tetszbleges megolddsdnak

dsszege megolddsa (9)-nak.

Biz.: Legyen \i,...,\, megoldasa (9)-nak, pui,...,u, pedig (10)-nek. Ekkor a A =
(AL, ooy An) s o= (1, .-, ftn) jeloléssel AN =bés Ap=0. = AA+p) = AN+ Ap =
b+ 0 =, vagyis a A + u vektor elemei, a Ay + fi1,. .. Ay + iy, szdmok megoldasa (9)-nak.
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5.22 Allitas. (9) barmely két megolddsdnak kiilénbsége megolddsa (10)-nek.

Biz.: Legyenek A, ..., A\, s A1, ..., \, megoldéasai (9)-nek. Ekkor a A = (Aq,...,\,) és
A= (A, \y) jeloléssel AN =Dbés AA=0b. = AA—A) =AN—A =b—b=0
A = M, .. A — A, megoldasa (10)-nek.

azaz

5.23 Kovetkezmény. Az inhomogén linedris egyenletrendszer dsszes megolddsdat meg-
kapjuk, ha eqy tetszdleges megolddsahoz hozzdadjuk a megfeleld homogén rendszer minden

egyes megolddsdt.

6. Gyakorlati médszerek linearis egyenletrendszerek meg-

oldasara

A regularis négyzetes méatrixa linearis egyenletrendszerek egyik megoldasi modszerérsl
méar esett sz6: ez a Cramer-szabaly, amelynek segitségével az ismeretleneket kozvetleniil
kiszamithatjuk az egyenletrendszer egyiitthat6ibdl és szabad tagjaibol. Ezt a modszert a
gyakorlatban szinte sohasem alkalmazzak, mivel az ismeretlenek determinansok hényado-
saiként allnak eld, és a determinansszamitas — kiillonosen nagymeéretii matrixok esetén —
rendkiviil miiveletigényes. Egy darab n x n-es determinans kifejtésekor ugyanis, ha csak
az aldeterminansok szamitasigényét nézziik, n! szamu szorzast kell elvégezniink. n = 50
esetén ez 50!, azaz tobb mint 1094 darab szorzast jelent. Ennek a szamnak az érzékelteté-
sére végezziink el egy egyszerii gondolatkisérletet! Képzeljiink el egy olyan szamitdgépet,
amely 1071% méter méretd szamoloegységekbdl all, és a szamolast az elképzelhetd legna-
gyobb sebességgel: fénysebességgel végzi. Egy szorzas ideje legyen az az id6, amely alatt

a fény atfut egy szdmoloegységen: ez 1/3 - 10718 masodperc. Akkor 10 darab szorzés
1 1
t==--10""%.10% = = . 10"
3 3

id6t igényel. Ha az eredményt atszamitjuk évekbe, akkor azt kapjuk, hogy ez az id& t6bb
mint % 1037 év!

Az alkalmazasok soran (pl. az idgjaréas-elérejelzésben) joval nagyobb méretd egyenlet-
rendszerek is elfordulnak. Vilagos, hogy ezeket a Cramer-szaballyal lehetetlen realis idén
beliil megoldani. Ezért a gyakorlatban més modszerek terjedtek el. Ezek koziik hdrom
alapvetével foglalkozunk: a Gauss-eliminacioval, a Gauss—Jordan-eliminacioval és a fak-
torizacios eljarasokkal. Mindezek az tin. direkt modszerek kozé tartoznak, ami azt jelenti,
hogy pontos szamolassal a pontos megoldast kapjuk meg. A masik lehet&ség valamilyen
iteracios modszer alkalmazasa: a megoldas kozelitését allitjuk el§ egy hozza konvergald

vektorsorozat segitségével.
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6.1. Kikiisz6bolési (eliminacids) modszerek

A kikiiszobolési eljardsok azon az észrevételen alapulnak, hogy egyes specialis egyenlet-
rendszerek konnyen megoldhatok. A legegyszertibb eset az, amikor az A egyiitthatomatrix

diagonalis. Tekintsiik példaul az

bry = 10
2[[‘2 = 4
3.133 = -1
egyenletrendszert. Ebben az esetben
5 0 0 10
A=10 2 0 és b= 4 ,
0 0 3 -1

és az ismeretlenek az egyenletekbdl kozvetleniil kifejezhetsk:

xry =

(NI V)

To =

W=

r3s = —3.

Ha az egyiitthatomatrix az identitasmétrix, akkor a jobb oldalon a megoldas all. Konnyt

dolgunk van haromszogméatrixi egyenletrendszerek esetén is. Az

T +2.132 —|—2I3 = 7
4332 +5$3 = 17
91’3 = 27

egyenletrendszer matrixa fels6haromszog-matrix. Az utols6é egyenletbdl kifejezhets az
xg ismeretlen: x3 = 27/9 = 3. Ezt behelyettesitjiikk a masodik egyenletbe, és kifejez-
zilk xo-t: wy = 1/2. Végil z; az els§ egyenletbdl adodik zo és x5 behelyettesitésével:

T=7-2-3-2-1=0

Legyen Ax = b négyzetes matrixi egyenletrendszer, ahol A se nem diagonélis, se nem
haromszogmatrix. A kikiiszobolési eljarasok lényege, hogy a rendszert atalakitjuk héarom-
szogméatrixa vagy diagondlmatrixt rendszerré. Az atalakitas ekvivalens atalakitast jelent,

azaz olyat, amely nem valtoztatja meg az egyenletrendszer megoldasat. Igy példaul
1. egyenleteket felcserélhetiink;

2. egyenleteket barmilyen nullatol kiilonbo6z6 szammal szorozhatunk;
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3. barmelyik egyenlethez hosszdadhatjuk egy mésik egyenlet tetszéleges szamszorosat.

A kovetkezdkben két kikiiszobolési eljarast ismertetiink.

6.1.1. Gauss-eliminacio

A Gauss-eliminéci6 soran az egyenletrendszert az el6z6 részben ismertetett 1., 2. ill. 3.
miiveletek segitségével felsGharomszog-matrixa rendszerré transzformaljuk. Ehhez célsze-
ri az egylitthatokat és a szabad tagokat tablazatba foglalni, és az atalakitasokat ezen a
tablazaton nyomon kovetni, hiszen az ismeretleneket f6losleges minden egyes lépésben ki-
irnunk. Az elemek nullara transzformalasa sorén feliilrél lefelé és balrél jobbra haladunk.
Igy elkeriilhetjiik, hogy mar lenullazott elem tjra feltoltédjon.

Alkalmazzuk ezt a modszert a

2.7)1 +xo +xr3 =
T ‘|‘3.I'2 +21’3
Ty 2wy +2x3 =

egyenletrendszerre! Készitsiik el a egyiitthatok és a szabad tagok téablazatat:

21 1|4
1 3 2|6
1 2 2|5

Lépések:
1. El6szor a bal fels6 elem alatti szamokat transzformaljuk nullara. Ehhez a 2. ill. a 3.

egyenletbdl kivonjuk az elsé egyenlet %-szeresét:

2 1 1|4
0 5/2 3/2|4
0 3/2 3/2/|3

2. A f6atlo alatt mar csak egy nemnulla elem van: a 3. sor 2. eleme. Ezért a 3. sorbol

kivonjuk a 2. sor g—szijr('jsét:

2 1 1| 4
0 5/2 3/2| 4
0 0 3/5|3/5
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Tehat a megoldandé egyenletrendszer ekvivalens a

2.1‘1 +Z2 +x3 = 4
5 3 _

5%’2 +§.I'3 = 4

3 _ 3

503 = 3

egyenletrendszerrel. Ebbdl az ismeretleneket alulrol folfelé kikiiszobolve az
x1:1, 1'2:1, 1'3:1
megoldashoz jutunk.

Ha egy egyenletrendszernek tobb megoldésa is van, akkor a rendszert megoldani annyit je-
lent, mint meghatarozni az 6sszes megoldasat. A kovetkezd egyenletrendszernek végtelen

sok megoldéasa van. Hatarozzuk meg az 0sszes megoldéasat a Gauss-eliminéacié technikajat

alkalmazval
T1 +xo +3I3 =1
2£C1 +6Z‘2 —T3 = 6
3ry +Txy +2x3 = 7
Megoldas:
11 3|1 31
2 6 —1|6 | =020 4 —7]4
3 7 2|7 3 7 2|7
1 1 311
()3 7|4 | 5B@ 10 4 74
—714 00 0/0

Az utolso el6tti 1épésben megjelend két egyforma sor mar mutatja, hogy az egyenletek
nem voltak fliggetlenek egyméstol. Ha a harmadik egyenletbdl kivonjuk a méasodikat, egy
csupa nulla sort kapunk. Ez a 0x; + 0z9 + Ox3 = 0 egyenletnek felel meg, amelynek min-
den szamharmas eleget tesz. Az eredeti egyenletrendszer tehat ekvivalens egy olyannal,
amely csak két egyenletbdl all. Ennek végtelen sok megoldésa van. FEzeket felirhatjuk
pl. a kovetkezGképpen: legyen x3 = p € IR tetsz6leges. A maradék ismeretlenek értéke
természetesen mar fiigg ettél a p paramétertsl: az xo-t a mésodik egyenletbdl hataroz-

hatjuk meg: zo = 1+ Ep, végiil az elsé egyenletbsl meghatarozhato az elsé ismeretlen:

xr = —%p. Tehat az egyenletrendszer 6sszes megoldasat a kovetkezGképpen adhatjuk
meg;: 19 -
TL=— P, T2 = 1+ P T=p P € R tetszoleges.
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Megjegyezziik, hogy a Gauss-eliminacioé technikdja nem csak négyzetes matrixu egyenlet-
rendszerekre alkalmazhat6, hanem tetszéleges linearis egyenletrendszerre. Az atalakitasok

soran arra torekedjiink, hogy az azonos sor-és oszlopindexi elemek alatt nulldk legyenek.

6.1.2. Gauss—Jordan-eliminacio6

Ez a modszer olyan négyzetes méatrixu egyenletrendszerekre alkalmazhato, amelyekben
az egyltthatomatrix determinansa nem nulla (egyértelmd megoldas van). Ennél az el-
jarasnal a Gauss-féle kikiiszobolés 1épései utan a tablazat atalakitasat tovabb folytatjuk
egészen addig, amig az egylitthatomatrix helyén az identitasmatrixot nem kapjuk. Ekkor

a szabad tagok helyén leolvashaté a megoldas.

Pl. Az el6z6 1. példaban szereplé egyenletrendszert oldjuk meg a Gauss—Jordan-féle
eljarassal.
Megoldds: A Gauss-eliminacio lépései utan tovabb folytatjuk az egyenletrendszer atalaki-

tasat. A lépéseket a kovetkezs tablazatok mutatjak:

2 1 1|4 2 1 1|4
0 8 34|55 191 38
3|3
00 &2 00 1]1]
2 1 1[4 2 1 0[3
—(2)-6)3 1 0[1] =16 10101
0 11 00 1|1
2 0 0]2 1001
—1=@) 1 1| =®2 101 0|1
00 1|1 00 1|1

Az utolsé résztablazat jobb oldali oszlopa szerint az Gsszes ismeretlen 1-gyel egyenld.

6.1.3. Matrixinvertalas Gauss- és Gauss—Jordan-eliminacioval

A Gauss- és a Gauss—Jordan-féle eljaras matrixinvertalasra is alkalmazhat6. Legyen
A € IR™™ olyan négyzetes matrix, amelyre det A # 0 (lattuk, hogy az ilyen métri-
xoknak létezik inverziik). Keressiik azt az X € IR™ ™ matrixot, amely kielégiti AX = T

matrixegyenletet. Az egyenlet X megoldasa nem més, mint a keresett A~! inverz matrix.
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Vezessik be az

jelolést a keresett matrix i-edik oszlopvektorara.. Az A matrixszal megszorozva az z;
oszlopvektort, az AX = I szorzatméatrix i-edik oszlopét kell megkapnunk, vagyis az e; €
IR"™ oszlopvektort. (Itt e, jeloli azt az IR"-beli vektort, amelynek i-edik eleme 1, a tobbi
nulla.) A feladat tehat az n darab

Az, =e, 1=1,2....n

egyenletrendszer megoldasa. Mivel ezek egylitthatémétrixa kozos, ezért a Gauss- és a
Gauss—Jordan-eliminacié esetén is mind az n egyenletrendszerben ugyanazokat az atala-
kitasokat végezziik el az A matrix elemein. KEzért célszerd az n db egyenletrendszert
egyszerre megoldani, azaz a tablazatba mind az n db jobb oldalt belefoglalni. A Gauss-
eliminaci6 alkalmazéasakor a bal oldali n x n-es blokkot fels6haromszog-matrixuva alakit-
juk, és ezutan mind az n jobb oldallal visszahelyettesitiink. A Gauss—Jordan-eliminacio
esetén a bal oldalt az identitdsmatrixsza transzformaljuk, ekkor a megfelels atalakitasok

nyoméan a jobb oldali blokkban magat az inverz matrixot kapjuk meg.

2 -4
-8 6

Pl. Invertaljuk az

matrixot!

Megoldds: 1. Gauss-eliminéacioval

2 =41 0| oy |2 4|10
-8 6 41

01 0 —10
A jobb oldali els6 oszlophoz a kévetkezd egyenletrendszer tartozik:

21’11 — 41’21 =1

—101’21 =4
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Ebbdl 291 = —% és iy = —13—0. A masodik oszlophoz tartozo egyenletrendszer a kovetkezd:

21‘12 — 41'22 =0

—10.1'22 =1

Ebb6l x99 = —-L és 115 = —1. Tehat a keresett inverz méatrix:

10

(S

0 1 ]-5 -5 0 1 ]-5 -1

10

_y(1)+(2)2
0 1

-3 _1
10 5
—-z2 _1
5 10

Lathato, hogy az utols6 1épésben a jobb oldali blokkban az el6bb kiszamitott inverz mat-

rixot kaptuk.
Néhany kiegészités a Gauss- és a Gauss—Jordan-eliminaciéhoz

1. Mindkét eliminacidés modszer miiveletigénye sokkal kisebb, mint a Cramer-szabélyé:
egy n-ismeretlenes egyenletrendszernél a Gauss-eliminéci6 soran hozzavetélegesen n®/3, a

Gauss—Jordan-eliminacional n?/2 darab szorzast (vagy osztést) kell elvégezni.

2. Ha az egyenletrendszer megoldasa sorédn kerekitiink, az eliminaciét érdemes az Gn.
f6elem-kivalasztassal végezni. Lathattuk, hogy a szabalyos Gauss-eliminacios algorit-
mus soran az aktuélis tablazat i-edik oszlopadban altalanos esetben tgy tudjuk nullara
transzforméalni az a;; alatti elemeket, hogy az i-edik sort elGszor elosztjuk a;-vel, majd az
igy kapott sor megfelel6 szamszorosat kivonjuk vagy hozzaadjuk a lejjebb 1évs sorokhoz.
Mivel kis szdmmal vald osztéasnéal nagy lehet a kerekitési hiba hatasa, ezért kedvezétlen,
ha az a;; elem kis abszolut értékd. Ennek elkeriilésére szolgal a fGelem-kivalasztas.

A részleges féelem-kivalasztas soran megvizsgéaljuk, hogy az adott oszlopban a
featlo alatt van-e a féatlobeli elemnél nagyobb abszolut értéki szam, és ha igen, akkor
sorcserével a f6atloba hozzuk.

Alabb lathatunk egy példat részleges fGelem-kivalasztasra. Miel6tt nulldra transzformal-

nank a 2. oszlopban lév6 elemeket a fGatlo alatt, felcseréljiik a 2. és a 3. sort. Ezzel a
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featloba keriil az oszlop legnagyobb abszolut értékid f6atlo alatti eleme.

2 3 6 7 2 3 6 2|7
0 1 5 1 . 0 500 5 10| —15
0 500 5 10| —15 0 1 5 1
0o 3 2 5| -9 0 3 2 -9

Még jobban csckkenthetd a szamitasi hiba a teljes f6elem-kivalasztassal. Ilyenkor a
tablazatnak a f6atlobeli elembdl jobbra és lefelé kiindulo legnagyobb négyzetes blokkjé-
ban keressiik a legnagyobb abszolit értékd elemet (f6elem). Ennek f6atloba hozasahoz
esetleg sor- és oszlopcserét is végre kell hajtanunk. Az utébbinél arra kell vigyazni, hogy
megvaltozik az oszlopok szamozasa. (Pl. ha a 4. oszlopot athozzuk a 2. oszlopba, akkor
onnantol kezdve a 2. oszlop az x, ismeretlen egyiitthatoit fogja tartalmazni!)

Alabb lathatunk egy példat teljes f6elem-kivalasztasra. Megkeressiik a legnagyobb ab-
szolut értéki elemet a vastagon szedett blokkban. Ezt ugy hozhatjuk a f&atloba, hogy
felcseréljiik a 2. és a 3. sort, majd a 2. és a 4. oszlopot. Mostantél a 2. oszlop tartalmazza

az x4 egyltthatoit, és a 4. oszlop az x, egyiitthatoit.

2 3 6 2 7 2 3 6 2 7 2 2 6 3| 7
015 4 1 0 5 5 100|—-15 0 100 5 5|—15
e —

0 5 5 100 | —15 015 4 1 0 4 5 1| 1
03 2 5 |-9 032 5 |-9 0 5 2 3] -9

Az alabbi példan bemutatjuk a f6elem-kivalasztas hatasat a megoldas pontossagara. Te-

gyiik fel, hogy Gauss-eliminaciéval szeretnénk megoldani a

0,00031z; +zy = 3

T +xo =

egyenletrendszert. (Elaruljuk, hogy ennek pontos megoldéasa (kerekitve) x; = 4,001, zy =

2,999.) Alkalmazzuk a Gauss-eliminéciot elszor fGelem-kivalasztasa nélkiil, és mindig

3
—-9670

kerekitsiink négy értékes jegyre:

3 ] _>(2')*(1')'0,03031

1 1]7

0,00031 1
0 —3225

[ 0,00031 1

Ezzel a
0,00031zy 4z, = 3

3225z = 9670
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egyenletrendszerhez jutottunk (a méasodik egyenletet megszoroztuk (—1)-gyel). Ennek
megoldéasa négy értékes jegyre kerekitve: x1 = 6,452, x5 = 2,998. Vegyiik észre, hogy az

elsd ismeretlen értékét nagyon nagy hibéaval kaptuk meg!

§

tablazatbol indulunk ki. Ekkor a megoldas kerekitve x; = 4,002, xo = 2,998, azaz most
mar x;-et is megfelels pontossaggal kaptuk meg. Es ehhez csak fel kellett cserélniink a

két sort.

Ha f6elem-kivalasztassal szamolunk, akkor a

1 1
0,00031 1

Pontos szamolasnal a fGelem-kivalasztéasnak természetesen nincs jelentdsége.

6.1.4. Felbontasi (faktorizacios) eljarasok

Ezeket a modszereket szintén regularis, négyzetes matrixi lineéaris egyenletrendszerek
megoldasara hasznalhatjuk. Faktorizaciorol akkor beszéliink, ha egy matrixot két métrix
szorzatara bontunk fel. Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer A € IR™*" egyiitthatomat-
rixa felirhato

A=B-C, B,CeR"™™

alakban. Ekkor az Az = b egyenletrendszer masképpen (B - C)z = b, azaz B(Cxz) = b

alaki. Jeldlje a C'z szorzatot y. Igy az Az = b egyenletrendszer megoldésa ekvivalens a

By

b

és a

C’x:g

egyenletrendszerek egymaés utani megoldasaval.

Nyilvanvaloan ennek csak akkor van értelme, ha a két rendszert kiilon-kiilon kénnyebb
megoldani, mint az eredeti egyenletrendszert, azaz ha B és C' ,,j6 strukturaju” matrixok.
Ez a helyzet példaul, ha hdromszogméatrixokrol van sz6. Kiilonosen akkor elényos fak-
torizacios modszert alkalmazni, ha ugyanazon egyiitthatomatrixszal, de kiillonb6z6 jobb
oldalakkal is meg akarjuk oldani az egyenletrendszert. Az eljaras legmunkaigényesebb
része ugyanis a felbontas (B és C' kiszamitasa), amit ha egyszer mar kiszamitottunk és
elraktaroztunk, akkor barmikor felhasznalhatjuk. (A B és C' matrix ismeretében a fenti
két egyenletrendszer mar konnyen megoldhato.)

A kovetkezékben két konkrét faktorizacios modszert ismertetiink.
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1. LU-felbontas. FEnnek a felbontasi modszernek az a lényege, hogy az A maétrixot
L - U alakban irjuk fel, ahol L a féatloban egyeseket tartalmazé alsbharomszog-métrix,
U pedig felssharomszog-matrix (a féatloban nem feltétlentil egyesekkel). Ekkor a megol-

dando6 egyenletrendszerek:
L

<
IS

és
Uz =y.

Az L és U meghatarozasahoz jelolje a két matrix kiszamitando elemeit ;; ill. u;;. Annak

kell teljesiilnie, hogy a matrixszorzast elvégezve az A métrixot kapjuk, igy

a1y a2 ... QAip 1 0 ... 0 U1 U2 ... Uip
ao1 A2 ... QA92n l21 1 ... 0 0 U292 ... U2p
Ap1 Ap2 ... App lnl ln2 o1 0 0 e Upp

A jobb oldalon elvégezziik a szorzast, és az elemeket egyenlévé tessziik az A méatrix meg-

felels elemeivel.

Példa. Oldjuk meg LU-felbontassal a

2551 +x9 +xr3 =
T —|—31’2 —|—2£L'3 =
T +2[E2 +2I3 =

egyenletrendszert.

Megoldas: ElGszor meghatarozzuk az

211 1 0 O U1 U2 U3
1 3 2 - 121 1 0 0 Ug2 U223
1 2 2 l31 l32 1 0 0 Uss
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egyenlGségnek kell fennallnia. A szorzatmaétrix elsé oszlopat az A elsd oszlopéaval Osszeha-
sonlitva az

Uil = 2,

121u11 = 1, aAZaZ l21 = 5,

ls1u11 = 1, vagyis I3 = 5

Osszefliggések adodnak. A masodik oszlopaik Osszehasonlitdsabol

up =1,
1 5
loyurg +up =3, azaz up =3 —--1=_,
2 2
2 1 3
[ [ =2 is lsn==-(1—=-1) ==
31U12 + (32U22 » Vagyls il = ¢ ( 5 ) 5

és végiil a harmadik oszlopaik 6sszehasonlitdasabol azonnal adodik, hogy
U13 = ]-7
o 3
l21U13 + U9z = 2, amibdl U923 — 5,

) 3
3113 + l3ougs + usz = 2, vagyis usz = —.

5
A keresett matrixok tehat

1 0 1 1
| 1 4 _ 5 3
L=1351 és U = 2 3
1 3 3
35 0 3

Ezért az Ly = b egyenletrendszer a kovetkezs:

Y1 =

%yl +Y2 =

s iy 4y =

Az els6, a masodik és a harmadik egyenletbdl
3
=4, ya=4, ys=r_.

bt
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Végiil az Uz =y, azaz a
21 +x9 x5
+gSE2 +%I3 =

3 _
+5$3 =

gl >

egyenletrendszer megoldésa az utolsé egyenletbdl kiindulva:
$3:1, $2:1, r1 = 1.
Az LU-felbontas nem mindig létezik, lasd példaul a kovetkezs egyenletrendszert:

+29 +I3 = 3
r1 +x9 FrT3 = 4

1 +2r9 wy =

(Probaljuk az egyiitthatomatrixot felirni LU alakban. Miért nem sikeriil?) Ugyanakkor
ha teljesiil az elején feltett det A # 0 feltétel, akkor az egyenletrendszer sorcserével mindig
atalakithato ugy, hogy létezzen LU-felbontasa. (A fenti példaban ehhez elég felcserélni az

elsG és a masodik egyenletet.)

2. Cholesky-felbontas. Ez a modszer akkor hasznalhatd, ha A szimmetrikus, pozitiv
definit matrix. (A pozitiv definitség azt jelenti, hogy az (Ax) - x skalaris szorzat semmi-
lyen z vektorra nem negativ, és csak akkor nulla, ha x = 0.) Megmutathato, hogy egy
szimmetrikus méatrix pozitiv definit, ha az 6sszes bal fels6 sarokaldeterminansa pozitiv.

Ilyenkor A felirhatoé L - LT alakban, ahol L alséharomszog-matrix. Ekkor a megoldandé

egyenletrendszerek:
Ly=1b
és
LTr = Y
Pl. Adjuk meg az
9 6 3
A=16 5 3
3 3 6

matrix Cholesky-felbontéasat! Oldjuk meg az Az = b egyenletrendszert, ahol b = (1,1,1)7.
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Megoldas: A

3 ly 0 0 I lor I3
3 = lor 1o 0O 0 Iy l32
6 l31 132 33 0 0 I3

métrixegyenlGséghdl:
2, =9 =1, =3 (-3is valaszthato)

lorlin =6 =l =2, Ilnln=3 =l=1
B+, =5 =0,=1 =lyp =1 (vagy -1)
la1lor +lsaloe =3 =I5 =1

3+ + 15, =6 = 3, =4 = l33 =2 (vagy -2)

Tehat
300 3 21
L=|210]| & L'=|011
11 2 0 0 2
L. lépés: Megoldjuk az Ly = b egyenletrendszert:
3 =1
le I CUUPREE SRNE S
vy ty2 = N=30 =5 B,
Y1ty 23 = 1
2. lépés: Megoldjuk az LTz = y egyenletrendszert:
311 +2x5 4az = 1 . .
Ty HT3 = % =>$3—1—,932—Z>$1=—E
21’3 = %
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