2. Gyakorlé feladatsor
Fontos fogalmak vektorterekben

1. Adjunk meg béazist a kovetkezG vektorterekben, és szamitsuk ki a dimenziot.
a.) X :={zr € R*:z = (a,b,a,b) alaki};
b.) X := {.CEEIR3:.7:1+:C2—|-I3:0};
c) X:={zeR": 2z, =15}

2. Bazist alkotnak-e a legfeljebb mésodfoku polinomok vektorterében a kovetkezs ele-
mek:
f(x) =22 glx)=2>+3, h(x)=2?

Ha igen, mik a koordinatai ebben a bazisban a p(z) = 5z% + x + 2 polinomnak?

3. Mi a linearis burka az f és g fiiggvénynek (azaz mi a span[f,g] halmaz) az 1.
feladatban?

4. Az f, g, h fiiggvények bazist alkotnak, de koziiliik barmelyik ketté még nem alkot
bazist. Mondjunk olyan legfeljebb masodfokta polinomot, amelyet nem lehet g és h

linearis kombinaciojaként elGallitani, azaz nincs benne a span[g, h| linearis burokban.

Megoldasok:

1. a.) B:={(1,0,1,0),(0,1,0,1)}, dimX = 2.
b.) B :={(1,0,—1),(0,1,—1)}, dimX = 2. (Segitség: az (z1,x2, —x1 — x2) alaki
vektorok tartoznak ebbe a halmazba.)
¢.) B:=1{(1,1,0,...,0),(0,0,1,0,...,0),...(0,0,0,..., 1)}, dimX = n — 1.

2. Belatjuk, hogy ezek a fliggvények linearisan fiiggetlenek, vagyis az
ar? + B(z* +3) + v =0

egyenlGség minden = € IR pontban csak akkor &ll fenn, ha o« = = v = 0. Az
x := 0 pontban csak akkor lehet egyenlGség, ha

0+38+0=0,

vagyis a 3 szamnak muszaj nulldnak lennie. Az z := 1 pontban is fenn kell allnia

az egyenlGségnek, ez csak tgy lehet, ha

a+48+~v =0,
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amibdl, felhasznalva, hogy 6 = 0, az

a+v=0
feltétel adodik. Az x := —1 pontban is fenn kell allnia az egyenlGségnek, ehhez
pedig az kell, hogy
o+ 45 -7 = O)
azaz,
a—v=0

legyen. Az utdbbi két feltételnek csak o = 0 és 7 = 0 tesz eleget, tehat valoban az
Osszes egyiitthatonak nullanak kell lennie. Mivel P, haromdimenzios vektortér, igy
harom linearisan fiiggetlen elem bazist alkot benne. Tehat a megadott fiiggvényhal-
maz bazis. A p(x) = 52? + x + 2 koordinatiit a kovetkezSképpen kaphatjuk meg:

keressiik azon a, b, c szamokat, amelyekkel

502 + 7 +2 = ax® +b(z® +3) +cx
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minden x € IR szamra. A jobb oldalt alakitsuk at dgy, hogy ott az z°, = és 1

fliggvények linearis kombinéci6ja alljon:
502 + 2+ 2 = (a + b)x* + cx + 3b.

Ezek a fiiggvények bazist alkotnak, igy a két oldal kézott csak akkor lesz egyenlGség

minden z-re, ha az 22, z és 1 egyiitthatoja megegyezik a két oldalon. Ebbdl az
a+b=5 c¢c=1 3b=2

egyenletrendszerhez jutunk, amelynek megoldéasa, azaz a keresett koordinaték: (?,
2,1).

. span[f, g]-t az &sszes olyan polinom alkotja, amely u(x) = ay f(z) +asg(z) = a2+
as(z? 4 3), a1, a9 € IR alaka. Mivel apa? + as(z? + 3) = (g + a9)2? + 3y, és a
konstansok tetszélegesek lehetnek, ez az u(x) = ax®+b, a,b € IR alakt fiiggvényeket

jelenti.

. span[g, h] az a(z? + 3) + Bz = ar® + Br + 3a, a,B € IR alaka fiiggvényekbél
all, tehat csak olyan fiiggvények vannak benne, amelyekben a konstans tag az 2

egyiitthatojanak a 3-szorosa, tehat nincs benne pl. a v(x) = 2? fiiggvény.



