5. Gyakorlé feladatsor

Linearis leképezések matrixa, speciilis matrixok, matrixok sajatértékei,

sajatvektorai

1. Irjuk fel a ¢ szogii elforgatas matrixat, ha
a.) B ={i, j}, Ba={i+j, 2j}
b.) By ={2i, 2j}, Bo ={i+J, j}!

2. Mi lesz a 90°-os elforgatas matrixa, ha By = {i, j}, By = {j, —i}?

3. a.) Mi a matrixa az egyméas utani 60°-os elforgatésnak és y tengelyre valo tiikrozés-
nek, ha By és B, is a descartesi bazis?

b.) Mi a matrix, ha forditott sorrendben végezziik el a tiikrozést és a forgatéast?
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méatrixra az kovetkez6k koziil: ortogondlis, szimmetrikus, normélis, permutacios,

4. Melyik jelz6 illik réa az
A=

nilpotens?

5. Hatarozzuk meg az
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matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

6. Szamitsuk ki a
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matrix sajatértékeit!

7. Legyen A € IR™" regularis matrix, és tegyiik fel, hogy A € o(A). Mutassuk meg,

hogy ekkor 1 sajatértéke az A~! inverz matrixnak.

8. Legyen A € IR™" és tegyiik fel, hogy az elemek Gsszege minden sorban 1. Bizo-
nyitsuk be, hogy ekkor A-nak sajatértéke az 1.

9. a.) Adjuk meg az
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matrix spektralfelbontasat, ha létezik.
b.) Ellendrizziik a kapott spektralfelbontéson, hogy a fenti A matrix négyzete
egyenls az S - diag [A\?, \3] - S™! kifejezéssel.

Megoldasok:

1.

o) cos ¢ —sin ¢ b) 2cos ¢ —2sin ¢
' sing—cos¢  cos ¢;Sin¢ . 2(sing — cos @) 2(cos ¢ + sin @)
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(Nem meglepd, hogy a helybenhagyas matrixat kaptuk, hiszen a vektorokkal egyiitt

a baziselemeket is 90°-kal elforgattuk. Igy a vektoroknak nem valtoznak meg a

koordinataik.)
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A két kiilonbo6z6 sorrendben elvégzett matrixszorzas eltéré eredményt ad, azaz nem

mindegy, hogy milyen sorrendben végezziik el a tiikrozést és a 60°-os forgatast.

4. Ortogondlis, szimmetrikus, normalis. Mivel minden paros hatvanya az identitéas-

matrix, és minden pératlan hatvianya énmaga, igy nem nilpotens.

5. Sajatértékek: \;y =4, Ay = 1. A 4-hez tartozd sajatvektorok:
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Az 1-hez tartozo sajatvektorok:

, pe€IR, p#0 tetszileges.

V= [ 1 ] ., q€IR, q#0 tetszbleges.
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6. Komplex sajatértékeket kapunk: A\ = 2 + iv/5, Ao = 2 — i/5.



7. Mivel \ sajatértéke A-nak, ezért létezik olyan x # 0 vektor, amelyre Az = Azx.
Szorozzuk meg ezt az egyenletet balrol az A~! inverz matrixszal. (Ez létezik, mert

a matrixnak nemnulla a determinansa.)
A Az = A ).

Mivel A~'A = I, ezért ez az
r=MM"z

egyenletet jelenti. Mivel \ egy regularis matrix sajatértéke, ezért A\ # 0. Igy az
egyenlet mindkét oldalat eloszthatjuk A-val:
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Vagyis 1 sajatértéke A~'-nek.
8. Legyen
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Ekkor Az =1z, azaz 1 € o(A).
9. a.) Szamitsuk ki A sajatértékeit:
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det(A—\I) = o

=(2-AN)4-XN)-3=N-6 +5=0= X\ =5\ =1

Van két kiilonboz6 sajatérték = létezik spektralfelbontas. Mindkét sajatértékhez

keressiink egy-egy sajatvektort!

1. Ay = 5-hoz: az
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vagyis a

egyenletrendszer egy megoldasat keressiik. Minden olyan szampar megoldas, amelyre



uy = 3uy, azaz pl. u:= (1,3).

2. Ao = 1-hez: a megoldand6 egyenletrendszer a kovetkezd:
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Ennek megoldasa minden olyan szampar, amelyre v; = —vy. Legyen pl. v = (1, —1).
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Ezzel A spektralfelbontasa:
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Ezzel a keresett S matrix:
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Szamitsuk ki az inverzét:

ENJ[GURTN T
N TN T
| I |

INJTJURNTEN
NN
1

NI

B



