1. A vektor és a vektortér fogalma

Célunk: a vektor fogalmanak minél tagabb értelmezése. Ez azért hasznos, mert igy a
sikvektorok korében hasznalatos egyes fogalmak és tételek atvihetk lesznek egyéb objek-

tumokbol (pl. fiiggvényekbdl) allo halmazokra is.

1.1. A sikvektorok halmaza

A vektortér fogalmanak altalanositasdhoz induljunk ki az Gsszes sikvektor halmazébol

(jel.: &). Gyiijtsiik Ossze ennek a halmaznak néhany tulajdonsagat!
i) Az elemek iranyitott szakaszok, amelyeket nyillal szemléltethetiink.
ii) Az elemeknek van nagysaguk és irdnyuk.

iii) Barmely két elemnek értelmezve van az Osszege, és ez az Osszeg halmazbeli, azaz

annak egy adott eleme.

iv) Barmely elemnek értelmezve van egy valos szammal valo szorzasa (a skalarszorosa),

és a skalarszoros is a halmaz eleme.

v) Az elemek kozott értelmezve van skaléaris szorzéas. Vigyézat: ez nem ugyanaz, mint
az el6bbi pontban emlitett skalarral valé szorzas! A skaléris szorzas eredménye nem

a halmaz eleme, hanem egy val6s szam.

Ezeknek a tulajdonsagoknak szamos fontos kovetkezményiik van, pl. az 0szeadés és a ska-
larral valo szorzéas miiveletével linearis kombinaciokat képezhetiink, értelmes a sikvektorok

lineéris fiiggetlensége stb.

1.2. A vektortér altalanos definici6ja

A vektor fogalmanak altalanositdsdhoz kivalasztjuk a sikvektorok fenti tulajdonsagai ko-
ziil azokat, amelyeket a leglényegesebbnek tartunk, és az altalanos megfogalmazashoz
elengedhetetlenek. A tovabbiakban minden olyan strukttarat, amely ezekkel a tulajdon-
sagokkal rendelkezik, vektortérnek fogunk nevezni. Ezek a kivalasztott tulajdonségok az
iii) és iv), azaz a sikvektorokra értelmezett Gsszeadas és skalarral valo szorzas miivelete.
Roviden: ha valamely tetszéleges halmazon értelmezni tudunk a fentiekkel megegyez6 tu-
lajdonsagi két miiveletet (amelyeket Gsszeadasnak és skalarral valo szorzasnak neveziink),
akkor az igy kapott struktiurat (a halmazt a két miivelettel ellatva) vektortérnek fogjuk
nevezni, és a halmaz elemeit vektoroknak.

Ahhoz, hogy Osszeadést értelmezhessiink valamilyen nem sikvektorokbol &all6, hanem



egyéb, pl. fliggvényekbdl allo halmazon, tisztaznunk kell, hogy mit is értiink 6sszeadéson.
A sikvektorok Osszeadasakor két sikvektorhoz hozzarendeliink egy harmadikat, azaz az
Osszeadas mivelete nem mas, mint egy & x & — & leképezés. Ha tehat van egy tet-
sz6leges X halmazunk, akkor az Osszeadas értelmezése azt jelenti, hogy definidlunk egy
X x X — X leképezést. Egy ilyen leképezést azonban csak akkor fogunk Gsszeadasnak
nevezni, ha tulajdonsagaiban hasonlitani fog a sikvektorok Osszeadésahoz. A sikvektorok

Osszeadasanak négy jol ismert alapvets tulajdonsaga van:
l.a+b=b+a Vabekb
2. (a+b)+c=a+(b+c) Va,bce&
3. A nullvektorra igaz az, hogy a +0=a Va € &

4. Minden a € &, elemhez létezik negativ elem E-ben, azaz olyan elem (jelolje —a),

amelyre a + (—a) = 0.
Ha tudunk olyan X x X — X leképezést definidlni, amely szintén rendelkezik mindezen

négy tulajdonsaggal, akkor ezt a miiveletet X-beli 0sszeadésnak fogjuk nevezni.

A maésik mivelet, a sikvektorok skalarral valé szorzasa soran egy sikvektorhoz és egy
valés szdmhoz rendeliink egy stkvektort, ez a mtivelet tehat egy & x IR — & leképezés.

Tulajdonsagai a kovetkezdk:
L A-(a+b)=X-a+X-b Va,be&ésVielR
2. A +p)ra=Xat+p-a Vae& eV ueR
BoA(ura)=(A-p)a=p-(Aa) Vac&esvVapeR

(Megjegyezziik, hogy a 2. tulajdonsigban két kiilonbozs tipust Gsszeadas szerepel az
egyenlgség két oldalan.) Ha tudunk olyan X xR — X leképezést definidlni, amely szintén
rendelkezik mindezen harom tulajdonsaggal, akkor ezt a miveletet X-beli skalarral valo

szorzasnak fogjuk nevezni. Ezek utan megfogalmazzuk a vektortér altalanos definici6jat:

1.1 Definicidé. Legyen X eqy tetszdleges halmaz, amelyen értelmezve van eqy & : X X
X = X éseqy ®: X xR — X mdvelet a kivetkezd tulajdonsdgokkal:

lL.z2doy=ydxr Vr,ye X
2. (z@y)@z=2®d(ydz) Vr,y,z€X
3. Létezik nullelem (nullvektor), azaz olyan Ox € X elem, amelyre x®0x = x Vo € X
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4. Minden © € X elemhez létezik negativ elem, azaz olyan elem (jelolje -x), amelyre

r @ (—x) = 0x, ahol Ox a 3. tulajdonsdg szerini nullvektor.
5 A 0(xdy)=A0x)d(A\oy) Ve,ye X ésVAeR
6. A+p)orz=A02)®(pox) Vee X éViuelR
TAOneor)=A-p)eor=p0Aor) VreX éV\uekR

Fkkor az (X,®,®) rendezett hdrmast vektortérnek, az X elemeit pedig vektoroknak ne-

vezzik.

1.2 Megjegyzés. A mdveleti jelek kéré irt karika azt hivatott kiemelni, hogy djonnan
definidlt mdveletekrdl: tetszdleges vektortér elemein értelmezett dsszeaddsrdl és skaldrral
vald szorzdsrol van szo. A késdbbiekben, amikor mdr egyértelmi lesz, hogy egy miveleti
jel mit fejez ki, a karikdkat elhagyjuk. Azt a lazasdgot is elkivetjiik, hogy ,az (X, ®,®)
vektortér” helyett eqyszeriden csak ,az X wvektortér” megfogalmazdst illetve jeldlést fogjuk
haszndlni, amikor nem akarjuk hangsulyozni a miveleteket. Tovdbbd, ha dsszeadds és
szorzas s szerepel eqy kifejezésben, és nincs kitéve zdrojel, akkor maindig a szorzdst kell

eldbb elvégezni, hasonloan ahhoz, ahogyan a valos szamokndl mdr megszokhattuk.

A fenti definicios tulajdonsagokbol levezetheté néhany tovabbi alapvetd tulajdonsag. Pl.
belathato, hogy minden vektortérben csak egyetlen nullvektor létezik, tovabba minden

elemhez csak egyetlen negativ elem tartozik.
Ha (X, ®, ®) egy vektortér, akkor elgfordulhat, hogy az X halmaz valamely részhalmaza
maga is vektorteret alkot ugyanazon miveletekkel.

1.3 Definici6. Legyen Y C X. Azt mondjuk, hogy az (X,®,®) vektortérnek altere
(Y, ®,0), ha (Y, ®,®) vektortér.

Belathato, hogy ahhoz, hogy egy vektortér részhalmazaroél eldontsiik, hogy maga is vektor-
tér-e ugyanazon miiveletekkel, azaz alteret kaptunk-e, elég a két miveletre valo zartsagot
ellendrizni, mert ha az igaz, akkor a hét miiveleti tulajdonsag a részhalmazon automati-

kusan teljesiil.

1.3. Példak vektorterekre

Kiilonb6z6 konkrét X halmazokhoz megadunk mitveleteket. Vektorteret kapunk-e?

o X =&, + a sikvektorok szokéasos Osszeaddasa és skalarral vald szorzasa - VT



e X:= az egységnyi hossziusagu sikvektorok halmaza + a sikvektorok szokasos Gssze-

adasa és skalarral valo szorzasa - NEM VT
e X :=1R + a val6s szamok szokasos Osszeadasa és szorzasa - VT
e X :=C + a komplex szamok szokéasos Gsszeadésa és szorzéisa
e X :=1IR? + aszampéarokon mar értelmezett dsszeadas és skalarral valo szorzas - VT

e X :=1R", n € N tetsz. + a szam-n-eseken méar értelmezett 0sszeadas és skalarral

val6 szorzas - VT

e X := P, (legfeljebb n-edfokt polinomok) + a fliggvények szokisos Osszeaddsa és

skalarral valo szorzéasa - VT

e X =P, (szigortan n-edfokt polinomok) + a fliggvények szokasos Osszeadasa és

skalarral valo szorzésa - NEM VT

e X = (CJa,b] (az [a,b] C R intervallumon értelmezett folytonos valos fliggvények)+

a fiiggvények szokasos Osszeadédsa és skalarral valo szorzasa - VT

e X := D(a,b) (az (a,b) C IR intervallumon értelmezett differencidlhato valos fiigg-

vények) + a fliggvények szokasos Osszeadasa és skalarral valo szorzasa - VT

e X := Rla,b] (az [a,b] C IR intervallumon értelmezett Riemann-integralhatd valos

fiiggvények) + a fliggvények szokasos Osszeadasa és skalarral valo szorzésa - VT

1.4. Fontos fogalmak vektorterekben

Az altalanos vektortérfogalom bevezetése utan mindazok a fogalmak és a sikvektorok azon
tulajdonsagai, amelyek az 6sszeadas és a skalarral valo szorzas miiveletével kapcsolatosak,

értelmesek lesznek barmilyen vektortérben. Nézziink meg néhany alapvets definiciot.
Legyen (X, ®,®) egy tetszsleges vektortér.

1. Lineéaris kombinécio
1.4 Definicié. Az x1,x9,...x, € X vektorok linedris kombindciojanak nevezzik az
O PO ®...Pa, O, o€, i=1,2...,n

alaki kifejezést.



2. Lineéaris fliggetlenség

1.5 Definicié. Azt mondjuk, hogy az x1,xs,...x, C X vektorok linedrisan fiiggetlenek,
ha
1O P QroPb... Da, Oz, =0x <= a; =0, 12=1,2,...,n.

A definicio tetszoleges (tehat akar végtelen sok elemii) vektorhalmazra a kovetkezéképpen

szOl:

1.6 Definicié. Azt mondjuk, hogy azY C X halmaz linedrisan figgetlen, ha Y bdrmely

véges részhalmaza linedrisan fiiggetlen.

3. Linearis burok

1.7 Definicié. Az xq,xq,...,x, € X vektorok linedris burkdnak nevezziik az x1,xa, ..., 2,

dsszes linedris kombindcidjdnak a halmazdt. Jeldlése: span|xy, o, .. ., x,)].

Megjegyezziik, hogy span|zy, zo, ..., x,] mindig altere az (X, ®, ®) vektortérnek.

4. Vektortér generalorendszere:

1.8 Definicié. A G C X halmazt az (X, ®, ®) vektortér generdlorendszerének nevezzik,

ha X minden eleme elddllithato G elemeinek linedris kombindcidjdval.

5. Vektortér bazisa

1.9 Definicié. A B C X halmazt az (X, ®, ®) vektortér bazisinak nevezzik, ha B gene-

rdlorendszere az (X, ®,®) vektortérnek, és B linedrisan figgetlen halmaz.

Belathato, hogy egy vektortérben minden bazis azonos elemszamu (szamossagi). A béazist

mas szoval koordindta-rendszernek nevezziik.

6. Vektortér dimenzi6ja

1.10 Definicié. Az (X, ®,®) vektortér dimenzidjanak a benne lévd bizisok elemszamdt
nevezzik. Jelolése: dimX. Ha dimX < 4oo, akkor a vektorteret véges dimenzids vektor-

térnek nevezzik.

A bevezetGben targyalt sikvektoroknak vannak egyéb specialis tulajdonsagai is, amelyeket
ott felsoroltunk. Ezekkel nem feltétleniil rendelkezik barmilyen vektortér. Pl. nem biztos,
hogy van hosszuk és irdnyuk az elemeknek, tovabba nem tartozik lényegileg a vektorfoga-
lomhoz, hogy értelmes a skalaris szorzat. A késSbbiekben még a hosszisag és a skalaris

szorzas fogalmat altalanositjuk.



1.4.1. A véges dimenzibés vektorterek kapcsolata az IR" vektortérrel

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy a véges dimenzios vektorterek kézott kitiinte-
tett szerepe van az IR" vektortérnek.

Legyen (X, ®,®) egy tetszleges n dimenzios vektortér (n € IN tetsz.) Ekkor X-ben lé-
tezik n elemd bazis: B := {by,...,b,} C X. A B halmaz generalérendszere az (X, ®, ®)
vektortérnek, azaz tetszéleges x € X elemet el§ lehet allitani a B elemeinek linearis

kombinécidjaval, jelolje az egyiitthatokat rendre aq, ..., au,:
I:Oélb1+...+0[nbn.

(Itt mér elhagytuk a karikdkat a miiveleti jelekrdl, s6t, a valos szamok szorzasahoz ha-
sonloan a szorzast jel6ls pontot is elhagyjuk.) Tovabba, B linearisan fiiggetlen rendszer,
amibdl kovetkezik, hogy a fenti elGallitas egyértelmii. Tegyiik fel ugyanis, hogy a fenti x
elemet mas egyiitthatokkal is megkaphatjuk:

Ekkor a fenti két egyenlGséget kivonva egymashol, a
OX = (Oél - 661)1)1 + ...+ (Oén — ONén)bn

egyenlGséget kapjuk. Mivel a by,...,b, vektorok linearisan fiiggetlenek, a jobb oldali li-
nearis kombinéaci6é csak akkor adhatja X nullvektorat, ha mindegyik egyiitthaté nulla.
Ebbdl az kovetkezik, hogy nincs két kiilonbozé elGallités.

A fenti gondolatmenetbdl az kovetkezik, hogy ha X-ben rogzitettiink egy B bazist, akkor
ezen bazis segitségével X minden elemének egyértelmiien megfeleltethetiink egy szam-
n-est, nevezetesen, a B bazisbeli elGallitdsaban szerepl6 egyiitthatokbol allot. Azaz pl.
a fenti x elemnek megfeleltethetjiik az (aq,...,a,) € IR" elemet. Ez a megfeleltetés
(bijekcio) rdaadasul még annyiban is speciélis, hogy mivelettarto, azaz két X-beli elem
Osszegéhez a megfelelg IR"-beli elemek 6sszegét rendeli, és barmely X-beli elem skalarszo-

rosahoz a megfelelg IR™-beli elem skaldrszoroséat rendeli.

Fontos kovetkezmeény, hogy barmely n (véges) dimenzios X vektortér azonosithaté az IR™
vektortérrel, azaz X elemei megfeleltetheték szam-n-eseknek, és ha X elemein 0sszeadést
és skalarral valé szorzéast kell elvégezni, akkor a miveleteket a megfelel6 szam-n-esekkel
is elvégezhetjiik. Ilyen értelemben elegendé a véges dimenzios vektorterek koziil csak az

IR™ vektortérrel foglalkozni. Ez az azonosithatosag végtelen dimenzios vektorterekre méar



nem igaz, igy pl. nem azonosithatunk minden folytonos fiiggvényt egy szam-n-essel.

2. Linearis leképezések

Ebben a fejezetben vektorterek kozott hato leképezésekrdl (fliggvényekrol) lesz szo. Ezek

kozott a legegyszeriibbek és a gyakorlatban igen fontosak a lineéris leképezések.

2.1 Definicid. Legyen (X1, @1, ®1) €s (Xa, @a, ©2) két vektortér. Az f: X1 — Xy leké-

pezést linedrisnak nevezziik, ha igaz rd a kévetkezd két tulajdonsdg:
1. f(x1 @1 22) = f(21) D2 f(x2) Vo, 20 € V4,

2. fA®12) =A®2 f(x) VreX;,VAelR

Az X7 — X, képezd linearis leképezések halmazat Hom(X;, Xs) jeloli.
Megjegyezziik, hogy egy lineéris leképezésnek nemcsak az értelmezési tartomanya vek-

tortér, de a képtere is:

2.2 Allitas. Ha f: X, — X, linedris leképezés, akkor f képtere (R(f)) altere Xo-nek.

Biz.:

Belatando, hogy R(f) zart az Osszeadasra és a skalarral valo szorzésra.

1.) Osszeadas: Legyenek y; és y, tetszdleges R(f)-beli elemek. Ekkor létezik 1, 2o € X,
amelyekre f(z1) = y1, f(x2) = yo. Az f linearitdsa miatt y; + yo = f(x1) + f(22) =
f(z1 + x2), ami eleme R(f)-nek, tehat y; + yo € R(f).

2.) Skalarral valo szorzas: Legyen y € R(f) tetszdleges. Ekkor létezik x € X @ f(z) = v.
Tetsz6leges A € IR esetén f linearitdsa miatt Ay = A\f(z) = f(Az), ami eleme R(f)-nek,
tehat \y € R(f).

A legegyszeriibb esetben X; és X, is IR, azaz a leképezés valos-valos fiiggvény. Mate-
matika 2 6ran lathattuk, hogy ezek kozott a linearitas definiciojanak csak az f(z) = ax
alaku fiiggvények tesznek eleget, ahol a € IR rogzitett szam. Tovabba, ha X; = IR" és
Xy = IR™, akkor az f : IR" — IR™ linearis leképezés megfelel egy m x n-es matrixszal
valo szorzasnak. A linearis leképezések és a matrixok kézott miiveleteket is értelmeztiink:
osszeadas, skalarral valo szorzas, kompozicié (matrixszorzas). A tovabbiakban a linearis

leképezések és matrixok tovabbi érdekes tulajdonsagaival foglalkozunk.



2.1. Linearis leképezések invertalasa, az inverz matrix

A linearis leképezés fiiggvény, ezért értelmes az a kérdés, hogy egy lineéris leképezésnek
mikor 1étezik inverze. Idézziik fel, hogy mit értettiink altalaban egy X halmazbol Y hal-
mazba képezs f fliggvény inverzén. (Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy f az egész
X-en értelmezve van.) Lattuk, hogy f akkor invertalhato, ha injektiv, azaz egy R(f)-beli
elemet csak egyetlen X-beli elemhez rendel hozza. Az f fliggvény inverze definici6 szerint
az az f~!: R(f) — X fiiggvény, amelyre minden y € R(f) pontban f~'(y) = z, ahol
y = f(z). Vagyis ez az f fiiggvény forditottja. Emlékeztetiink két fontos allitasra:

2.3 Allitas. Ha f invertdlhats, akkor fo f~' =idg() (az R(f) — R(f) képezd identi-
tasfiigguény), és f~Lo f =idx (az X — X képezd identitdsfigguény).

2.4 Allitas. Egy f fiigguény inverze mindig invertdlhatd, és (f~1)~' = f.
2.5 Allitas. Az inverz fiigguény egyértelmd.

Biz.:
A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy az f~ : R(f) — X fiiggvény is inverze f-nek, de
f~t = f~1. Ekkor

flr=fToidpypy=Ff"o(fof)=("of)of ' =idxof'=f"

Tehat a két inverz fliggvény nem lehet kiilénbo6zd.

Ha X, X5 vektorterek, és f : X1 — Xj linearis leképezés, akkor lattuk, hogy f képtere al-
tere Xo-nek. Igy ha f invertalhato, akkor az f~' inverz leképezés értelmezési tartomanya,
D(f~') is mindig vektortér (hiszen D(~') = R(f)). A tovabbiakban az f : R" — R™

tipust linearis leképezések inverzével foglalkozunk.

2.6 Allitas. Ha f : R® — IR™ linedris és invertdlhatd, akkor f~' : R™ D>— R" is
linedris.

Biz.:

Vizsgéljuk meg a linearitas két tulajdonsagét!

1. Igaz-e, hogy f~*(a+0) = f~'(a) + 1) Va,be D(f~1)?
Vezessiik be az .= f~!(a) és y := f71(b) jelolést. Mivel f linearis,

f@)+ fly) = flx+y),



azaz

a+b=f(f"(a)+ (b))

Alkalmazzuk mindkét oldalra az f~! fiiggvényt! Ezzel a belatandé tulajdonagot kapjuk:
fHa+b) = fHa)+ (D).

2. Igaz-e, hogy f~'(Aa) = Af~'(a) Va € D(f™),VA € R?
Mivel f linearis,

) = Af (o).

Az el6bb bevezetett jelolést alkalmazva

FOfHa) = A (f(a) = Aa.

Alkalmazzuk ismét mindkét oldalra az f~! fiiggvényt! Ezzel

7 (ha) = Af(a),
ami éppen a belatando allitas.

2.7 Megjegyzés. Ez az dllitds joval dltaldnosabban is igaz: minden f : X —Y (X és

Y wektorterek) linedris figgvény inverze is linedris.

Ismeretes, hogy egy f : IR®™ — IR™ linearis fiiggvény a 0,, € IR" nullvektorhoz mindig a
0, € R™ nullvektort rendeli hozza. (Hiszen f(0,) = f(0-x), ahol x € IR™ tetszbleges
vektor, és f linearitdasa miatt f(0-xz) =0 f(z) = 0,,. Itt kétszer is kihasznaltuk azt az
egyszertien belathato tényt, hogy egy vektortér barmely elemét 0-val szorozva a vektortér
nullvektorat kapjuk.) Egyszertien belathato, hogy az invertalhato lineéris fiiggvényekre

ennél tobb is igaz:

2.8 Tétel. Az f : IR™ — IR™ linedris fligguény pontosan akkor invertdlhato, ha a 0, €
IR™ wvektort csak a 0,, € IR™ vektorhoz rendeli hozzd.

Biz.:

(=) Tegyiik fel, hogy az f linearis leképezés invertalhato. Ekkor semmilyen értéket nem
vehet fel két kiilonb6z6 helyen, igy a nullvektort sem = csak a 0,, helyen veszi fel.

(<) Tegyiik fel, hogy f a 0, € IR™ vektort csak a 0, € IR™ vektorhoz rendeli hoz-
zé. Belatando, hogy f injektiv, azaz f(z1) = f(xq) esetén x; = x9. Tegyiik fel, hogy
f(z1) = f(x2). Ekkor f(z1) — f(z2) = 0,,,. Mivel f, linearis, igy f(zqy —x2) = 0,,. De f a
0,-et csak a 0,-hez rendeli, igy ©1 — x5 = 0,, = 1 = 5.
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Ennek kovetkezménye az alabbi allitds. (A tovabbiakban feltessziik, hogy R(f) = IR™,
vagyis az egész R™-be beleképez.)

2.9 Allitas. Ha az f : R* — IR™ linedris fiigguény invertdlhato, és R(f) = R™, akkor

n=m.

Bizonyitéas helyett csak a legegyszertibb eseteket gondoljuk végig.
1. Miért nem lehet m < n?

Legyen el6szor f : IR? — IR. Tudjuk, hogy ha f linearis, akkor
f(z1,22) = a121 + asmy

alakd. Az ajz1+agwy fiigvényérték milyen (1, x9) esetén lehet 07 Természetesen nem csak
akkor, ha x1 = 0 és 9 = 0. Ezért az el6bbi allitas értelmében f nem lehet invertalhato.

Legyen most f : IR — IR?. Az ilyen tipust linedris fiiggvény
f(w1, 22, 23) = (@171 + a2 + azws, bywy + bywy + b3w3)

alakd. A jobb oldali vektor megint nem csak 1 = x9 = x3 = 0 esetén lehet nulla, hiszen

ez azt jelentené, hogy az

121 + Qoo + a3Ty = 0

bll'l + bgl’g + bgl’g =0

linearis egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van. Fz pedig nem lehetséges, mert eh-
hez az egyiitthatomatrix rangjanak 3-nak kellene lennie (ennyi az ismeretlenek szama),
de csak két sora van.

Altalaban is belathato, hogy m < n esetén a fiiggvény nem lehet invertalhato.

2. Miért nem lehet m > n? Mert ekkor az 1. pont értelmében az f~! : R™ — IR"

fliggvény nem lehetne invertalhato.
Ez az oka annak, hogy csak f : IR" — IR" fliggvények invertalhatosagaval foglalkozunk.

Tudjuk, hogy egy f : R™ — IR" linearis fiiggvény megfelel egy n x n-es matrixszal valo
szorzasnak. Mivel a fliggvény inverze szintén IR™ — IR" képez, az inverz leképezésnek is

megfelel egy n X n-es méatrix.

2.10 Definicié. Eqy A € IR™ "™ mdtrizot invertdlhatonak neveziink, ha a neki megfeleld

10



f:R™ = R" linedris leképezés invertdlhaté. Ekkor az f~!: R™ — R™ linedris leképezés

mdtrizdt az A mdtriz inverzének nevezzik. Jelolése: A1,

Nyilvanvaléan A- A1 =Tés A~ - A=1.

Vizsgaljuk meg, hogy milyennek kell lennie egy matrixnak ahhoz, hogy a matrix, vagyis a
neki megfeleltetett linearis leképezés invertalhato legyen! A 2.8 tételt az m = n esetre al-
kalmazva, egy f : IR™ — IR™ linearis leképezés pontosan akkor invertalhato, ha f(x) =0,
csak az © = 0, helyen all fenn. Mivel f(z) = A - x, ahol A a linearis leképezés matrixa,
ezért az a kérdés, hogy A -z = 0, milyen feltétel mellett all fenn csak az x = 0,, vektorra.
Erre a lineéris egyenletrendszerek elméletébdl tudjuk a vélaszt: az A - x = 0,, linearis
egyenletrendszernek csak akkor egyediili megoldasa a 0,, vektor, ha det A # 0. Vagyis egy
A métrix pontosan akkor invertalhat6, ha det A # 0.

Sziikségiink lehet méatrixszorzatok invertilasara is. Ezzel kapcsolatos a kovetkezs alli-
tés.

2.11 Allitas. Tobbtényezds mdtrizszorzat inverze az eqyes tényezdk inverzének forditott

sorrendben vett szorzata.

Ezt elég két matrixra ellenérizniink: lassuk be tehat, hogy
(AB) ' =BtA™!
Kihasznalva a matrixszorzas asszociativitasat:
(AB)(B'A™) = A(BBHA™' =AA =1.

2.12 Megjegyzés. Az inverz mdtriz kiszdmitdsdval az eldzd félévben foglalkoztunk.

2.2. A transzponalt matrix

A transzpondlt métrix fogalméval az els§ félévben mar taladlkoztunk. Emlékeztetsiil a

definicio:

2.13 Definicio. Az A € R™ " mdtriz transzpondltjdinak nevezziik azt az AT € R™™

mdtrizot, amelynek elemeire

Ez tehat az a matrix, amelyet A sorainak és oszlopainak a felcserélésével kapunk. Mi lehet

a transzponalt matrix jelentése, azaz mint lineéris leképezés, mit fejez ki a transzponélt
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matrix? Ehhez emlékeztetdnek elGszor felidézziik az IR"-beli vektorok skaléris szorzatanak

a fogalmat.

2.14 Definicié. Az x,y € R" vektorok skaldris szorzatdn az

(2,y) =)z
i=1

szdmot értjik.

Gondoljuk meg a kdvetkezGt: vajon igaz-e tetszGleges A € IR™™™ métrixra, hogy minden

x és y € IR™ vektor esetén fennéll az

(z, Ay) = (Az,y)

egyenlGség?

Ellenpéldaval kénnyen megmutathato, hogy nem lehet mindig igaz, hiszen pl. az

A—[; 421]7 .73:(0,1), y:(LO)

megvalasztasal (x, Ay) = 3 # (Ax,y) = 2.
Vizsgaljuk meg, mi annak a feltétele a 2 x 2-es méatrixok korében hogy (x, Ay) = (Az, y)

igaz legyen minden z,y € IR? esetén! Kiszamolva a két oldalt:

(z, Ay) = 101191 + T1012Y2 + T2021Y1 + T2022Y2,
és

(Az,y) = y101171 + Y1012T2 + Y2a2171 + Y2a2272.
Lathato, hogy a két kifejezés minden z,y € IR? vektorra csak akkor teljesiil, ha ajy =
a9, azaz az A matrix szimmetrikus, masképpen A = AT. Vagyis a matrix szorzot csak
akkor vihetjiik a4t a skaléris szorzatban a mésik vektorra, ha az A matrix egyenld a sajat

transzponaltjaval.

Mindig igaz viszont a kovetkezs: ha A € IR"™*", akkor az
(w, Ay) = (ATz,y)

egyenlGség fennéll minden x € IR™ és y € IR" esetén. Tehat ha a matrix szorzot at akarjuk

tenni a skalaris szorzatban a mésik vektorra, akkor a matrixot transzponalni is kell.
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2.15 Definici6. Ha f : R" — IR™ linedris leképezés, akkor az f* : R™ — IR™ linedris

leképezést az f leképezés adjungdltjdnak nevezzik, ha

(z, fy)) = (f(z),y) VreR™yeR"

Ha tehat az f linearis leképezés matrixa A, akkor az A maétrix transzponaltja az f*

adjungalt leképezést reprezentalja.

2.3. Linearis leképezések tetszbleges véges dimenzids vektorterek
kozott

Lattuk, hogy egy f : IR™ — IR™ linearis leképezést megadhatunk egy m x n-es matrixszal.
Most latni fogjuk, hogy tetszéleges véges dimenzids vektortérbél véges dimenzios vektor-

térbe képez6 linearis operator is mindig reprezentalhatd matrixszal.

Legyen f : X7 — X5 linearis leképezés, ahol X, Xy vektorterek, és dimX; = n, dimX,; =
m. Mar volt réola sz6, hogy egy n dimenzié vektortér azonosithatdo IR"-nel, tehat X;
azonosithato az IR", X, pedig az IR™ vektortérrel. Ez az azonositas gy torténik, hogy
rogzitiink Xi-ben is és X,-ben is egy bazist, és az elemeket elGallitjuk a béziselemek li-
nearis kombinaciojaval. Ilyen modon az f : X; — X, linearis leképezés azonosithato
egy f : IR" — IR™ szintén linearis leképezéssel, ez pedig megfeleltethetd egy m x n-es

matrixnak. Keressiik ezen métrix elemeit.

Legyen az X; vektortérben kivilasztott bazis By = {aq, as, ..., a,}, az Xs-beli bazis pedig
By = {by,by,...,by,}. Tegyiik fel, hogy az x € X vektor elallitasa x = x1a1 +. .. +x,a,,
azaz x-et az (r1,Tq,...,x,) € R™ szam-n-essel azonosithatjuk. Az = vektor képét jeldlje
y, azaz y = f(x). Az y az X, vektortérben van, igy felirhato a by, ..., b,, baziselemek
linearis kombinécidjaként: y = y1b1 + ... + yYmbn,- Azt keressiik, hogy mi a kapcsolat az
(x1,x9,...,x,) vektor és az (yi,...,ym) vektor kozott, pontosabban milyen méatrixszal
szorozva kapjuk meg az (x1, s, ..., x,) vektorbol az (yi,...,yn) vektort. Az y = f(x)

egyenlGségben y és x helyébe is irjuk be a felbontasukat:
y1by + .+ Y = f(r101 + ..+ Tha4).

Az f leképezés linearis, ezért a jobb oldalon f-et tagonként alkalmazhatjuk, és kihozhatjuk

az x1,...x, szorzokat:
y1br 4 .o+ Ymbm = 21 f(a1) + ...+ 20 f(ay). (1)
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Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon szereplé f(ai),..., f(a,) vektorok Xs-ben vannak
(ezek az X;-beli baziselemek f-képei), tehat mindegyiket felirhatjuk a b, . .., b, vektorok

linearis kombinaci¢jaként:

f(al) = Oéllbl +...+ Oélmbm

flan) = ambr+ ...+ apmbnm

Ezeket az Osszegeket beirva az (1) egyenlGség jobb oldalaba, mindkét oldalon az Xy-beli
baziselemek egy-egy linearis kombinécidja lesz. Mivel a béaziselemek linearisan fiiggetle-
nek, az egyenlség pontosan akkor all fenn, ha az egyes baziselemek egyiitthatoja mindkét

oldalon megegyezik. Ebbdl az

Y1 = oanTr+ ...+ s

Yn = Q1nT1+ ...+ Qs

Osszefiiggésekhez jutunk. Ebb6l mar lathato, hogy a keresett matrix

arp Q21 ... Qp

12 Q99 oo Qo
A=

A1lm O9m - .. Opm

alakt. Azaz a matrix i-edik oszlopaban az a; béaziselem f-képének a Bs-béazisbeli koor-
dinatai vannak. A matrix felirasdhoz tehat csak az Xi-beli n darab baziselem képét kell
ismerniink. A kapott matrix alakja természetesen fiigg attol, hogy milyen béazist adtunk

meg Xi-ben és Xo-ben. Ezért a leképezés (By, By) bazisparhoz tartoz6 matrixreprezenté-

s

2.4. Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

Azt mondjuk, hogy az A € IR™™ matrixnak a A € IR szam a sajatértéke, ha létezik olyan
x € R™, x # 0, vektor, amelyre Ax = \z. Ekkor az x vektort az A matrix A\ szdmhoz
tartozo sajatvektordnak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a sajatérték komplex szam is lehet, és a sajatvektorok is lehetnek
komplex elemii vektorok. Ebben a fejezetben azonban mi csak valos sajatértékekkel fo-

gunk foglalkozni, és mindig csak valos elemi sajatvektorokat keresiink.
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PL. 1. Az

3]

matrix minden vektort a kétszeresére nyujt. Azaz A-nak sajatértéke a 2, és sajatvektora

. 7T =2
4 1

matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

minden IR2-beli nemnulla vektor.

2. Hatéarozzuk meg az

Megoldds: \ sajatérték < létezik x # 0,,, amelyre Ax = A\x.
Az Ax = Az egyenlet masképpen ugy is irhat6: Ax — Ax = 0,. A bal oldalon x kiemelhetd
a kovetkezGképpen:

(A— X))z =0,,

ahol I jeloli a 2 x 2-es identitasmatrixot. Ez az egyenlet egy homogén (azaz 0,, jobb
oldalu) linearis egyenletrendszert jelent az x sajatvektorra.
Osszegezve: a A szam pontosan akkor sajatértéke az A matrixnak, ha az (A — M)z = 0,

homogén lineéris egyenletrendszernek létezik x # 0,, megoldésa.

2.16 Megjegyzés. e A Kronecker—Capelli-tételbdl kovetkezik, hogy eqy Bx = 0,, ho-

mogén linedris egyenletrendszernek mindig van megolddsa.
e Vildgos, hogy mindig megolddsa az x = 0,, (trividlis megoldds).
e Ha |B|#0, akkor a megoldds eqyértelmd (azaz csak a trividlis megoldds van).

e Ha |B| = 0, akkor végtelen sok megoldds van (azaz csak ekkor van nemitrividlis

megoldds).

Benniinket az utolso eset érdekel: az (A — AI)x = 0,, egyenletrendszernek pontosan akkor
van x # 0, megoldasa, amikor |[A — M| = 0. A kérdés tehat az, hogy milyen \ esetén lesz
|A—\I|=0.

A példaban

Ennek determinansa:

|A— M| = =(7—=N1—-X)+8=X—-8\+15.

4 1—-A
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Azt keressiik, hogy ez milyen A\ értékekre 0, azaz meg kell oldani a
A —8A+15=0

masodfoka egyenletet. A megoldoképletbdl:

8 £ 64 — 60

A = 5

:>>\1:5, Ao = 3.

Ezek tehat a keresett sajatértékek. Most ratériink a hozzajuk tartozo sajatvektorok meg-
hatarozéasara.

A A1 = 5-h0z tartozd sajatvektorok meghatarozasa: w sajatvektor, ha Au = \u, az-
az (A — MI)u = 0. Ez egy homogén linearis egyenletrendszer, amelyben keressiik az

ismeretlen u vektor uy és us elemét. A megoldando6 egyenletrendszer tehat:

2 — 2uy = 0
du; —4uy = 0

A masodik egyenlet nem fiiggetlen az els6t6l. (Ennek igy is kell lennie, mert végtelen
sok megoldast kell kapnunk.) Minden olyan nemnulla (u;,us) szampéar megoldas, amely

kielégiti az elsé egyenletet, azaz amelyre u; = uy. Igy az 6sszes megoldas

U= [ b ] ., p€IR, p#O0 tetszéleges.
p
Ezzel megadtuk a A; = 5-hoz tartozo6 sajatvektorokat. Ellenérzésképpen:

HIHEH!

azaz az A matrix valoban 5-sz0r0sére nyujtja a (p,p) alaku vektorokat.

Hasonléan szamithatok ki a Ay = 3-hoz tartozé v sajatvektorok. A megoldas:

V= [ 2q ] ., q € IR, q#0 tetszGleges.
q

Vegyiik észre, hogy a sajatvektorrdl kikotottiik, hogy az nem lehet a nullvektor, de a
sajatérték lehet nulla: nevezetesen, ha |A| = 0 (hiszen ekkor A — A\I = A).

A tovabbiakban jeldlje o0(A) az A matrix sajatértékeinek a halmazat.
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Egyes specialis méatrixok sajatértékeit konnytd meghatarozni. Pl. legyen D € IR™*" dia-

gonalis méatrix, a f6atloban a dy,ds, ..., d, szdmokkal:
E
0 d 0
D=|
: 0
0 ... 0 d,
A D matrix jelolése roviden: diag[dy,ds, . .., d,|. Szamitsuk ki a sajatértékeit!

Egy A szam pontosan akkor sajatértéke D-nek, ha |D — A| = 0. A D — A\ métrix a
koévetkezd diagonalmatrix lesz:

dy — A 0 0
0 dy—X 0
: 0
0 0 d,—A\

Ismeretes, hogy egy diagonalis métrix determininsa a f&atloban 1évé elemek szorzata,
azaz |D — M| = (dy — N)(dy — \) - -+ (d,, — N\). Ez a szorzat pedig \ kovetkezs értékeire
lesz nulla: Ay = dy, \o =dsy..., N\, = d,. Azaz D sajatértékei a f6atloban 1évs szamok:
o(D) ={dy,ds,...,d,}.

Mik lesznek a hozzajuk tartozo sajatvektorok, ha nincs két egyforma elem a f6atloban?
A A\ = d; sajatértékhez tartozo sajatvektor olyan nemnulla u = (uy, ug, ..., u,) vektor,

amelyre Du = dyu. Ez a kovetkez6 egyenletrendszert jelenti:

d1U1 = d1U1
dous = dyuy
dyt, = diu,

Ez n darab fiiggetlen egyenlet a sajatvektor elemeire. Az els6 egyenletnek minden u; € IR
szam eleget tesz. A t6bbi egyenlet megoldasa: u, = 0, ug = 0,...,u, = 0. Azaz:
u; = p € R tetszéleges, u; = 0, i = 2,3,...,n. Igy a d; sajatértékhez tartozo sajatvektor
pl. az (1,0,...,0) € IR™ vektor.

Hasonlban, a \; sajatértékhez tartozé sajatvektorok azok a vektorok, amelyek i-edik eleme

tetszbleges, és a tobbi elemiik nulla.
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Megjegyezziik, hogy a haromszogmatrixokra is igaz, hogy sajatértékeik a féatloban lé-

v§ elemek.

Feladat. Tegyiik fel, hogy A € 0(A). Mutassuk meg, hogy ekkor \? € o(A?)!
Megoldds: Legyen x egy A-hoz tartozo6 sajatvektora az A-nak. Ekkor

A’z = A(Ax) = A(\x) = - Az = N

Mivel x # 0,, (hiszen sajatvektora A-nak), ezért ez pontosan azt jelenti, hogy \? sajateér-
téke A%-nek.

A kovetkezé allitas a kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok egy fontos tulaj-
donségérol szol.

2.17 Tétel. Az A € R™"™ mdtriz kilonbozd, A1, Aa, ..., N\, sajdtértékekhez tartozo sajdt-

vektorai linedrisan figgetlenek.

Biz.:

Teljes indukcioval!

e k = l-re nyilvanvaldan igaz az allitas, hiszen egy darab nemnulla vektor 6nmagaban

linearisan fiiggetlen.

e Tegyiik fel, hogy az allitas igaz k € IN-re, és mutassuk meg, hogy akkor igaz k+ 1-re
is. A bizonyitasnak ez a része indirekt. Tegyiik fel, hogy a k + 1 darab sajatvek-

tor (amelyeket jeloljon xq,zs, ..., x;) linerisan Osszefiiggs. Ekkor léteznek olyan
a1, Qa, ..., 01 nem csupa nulla szamok, hogy
a1y + oo + ... gy + A 1Tpr1 = Oy (2)

Tegyiik fel, hogy itt oy # 0, és szorozzuk meg az egyenléség mindkét oldalat balrol

az A matrixszal.
Aoz + Ay + ... Aoy, + Aag1xpe = 0,,.
A bal oldali tagokban az «; szorzokat elérehozzuk, és kihasznaljuk, hogy Ax; = \;z;:

Q1A T1 + Qoo + . L QEpARTE + Qi1 Ak 1Tr1 = Op. (3)
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A (2) egyenl@séget szorozzuk végig A\ 1-gyel:

i Ak 4+ 1z + ag Ak + 1og + ... ap Ak + 1og + a1 Ak + 1o = 0, (4)

majd vonjuk ki (3)-bsl (4)-et:
011()\1 — Mk + 1)1‘1 + O[Q()\Q — Mk + 1)[132 + ... O-/k()\k: — Mk + 1)!13k == On>

az utols6 tag ugyanis kiesett. A kapott egyenl&ségben a bal oldal elsé tagjanak egyiitt-
hatoja A\; és A\ kiilonbozGsége valamint oy # 0 miatt nem lehet nulla, igy viszont a bal
oldalon az x1,xs,...,x; vektorok egy nemtrivialis linearis kombinacioja all. Ez ellent-
mond annak a feltevésnek, hogy ezen xy,xs, ..., x; sajatvektorok linearisan fiiggetlenek.
gy a k + 1 darab sajatvektor nem lehet linearisan osszefiiggé.

Ebbdl az allitasbol kovetkezik, hogy ha egy matrixnak van n darab kiilonb6z6 sajat-

értéke, akkor az azokhoz tartozo sajatvektorok bazist alkotnak IR™-ben.

2.4.1. Matrixok spektralfelbontasa
Megmutathato, hogy ha az A € IR™*" matrixnak van n darab kiilonbozd, A, Ao, ..., A\,
sajatértéke, akkor A felirhato

A=S-diag[Ai, gy ..oy M) - S

alakban, ahol S oszlopaiban sorra az A matrix A1, Ao, ..., A, sajatértékeihez tartozo sa-

jatvektorai vannak. Az A matrix ilyen alaku felirasat spektralfelbontasnak nevezziik.

Pl. Adjuk meg a mar latott

matrix spektralfelbontasat, ha lehet.

Megoldds: Lattuk, hogy A-nak van két kiilonbo6z6 sajatértéke: Ay = 5 és Ay = 3. = A-nak
létezik spektralfelbontasa. Mindkét sajatértékhez keressiink egy-egy sajatvektort!

1. A1 = 5-héz: Lattuk, hogy minden (p,p), p # 0 vektor sajatvektor. Legyen pl. u :=
(1,1). (Barmelyik sajatvektort valaszthatjuk.)

2. Ao = 3-hoz: Lattuk, hogy minden (q,2q) vektor sajatvektor. Legyen pl. v := (1,2).

[11]
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Szamitsuk ki X inverzét, pl. Gauss—Jordan-eliminacioval:

1 1]1 0
1 2101 0 1{-11
0 1]-1 1

Az S inverze tehéat:

Ezzel A spektralfelbontésa:

A=

11 5 0 2 -1
1 2 0 3 -1 1
Késébb visszatériink arra a kérdésre, hogy mi mindenre jé a fenti matrixfelbontas.

2.5. Specialis matrixok

Egyes specidlis tulajdonsidgi matrixok a gyakorlatban igen fontosak. Az elsé félévben
sz6 esett a diagonalis, szimmetrikus és antiszimmetrikus matrixokrol. A linearis egyenlet-
rendszerek kapcsan megismerkedhettiink a haromszogmaéatrixokkal. Most tovabbi specialis
matrixfajtakrol lesz sz6. Megjegyezziik, hogy csak valés elemi méatrixokkal foglalkozunk,

azonban a definiciok egy része altalanosithaté komplex elemd métrixokra is.

2.18 Definicio. Egy A € R™"™ mdtrizot ortogondlis mdtriznak nevezink, ha sor- (vagy
oszlop- Jvektorai eqgymdsra pdaronként merdleges egységuektorok, azaz skaldris szorzatuk nul-

la, és hosszusdaguk 1.

Belathato, hogy egy matrix pontosan akkor ortogonélis, ha inverze a transzponaltja, azaz
A € R™" ortogonalis matrix <= A" = A7, azaz ATA = AAT = I.

Ebbdl az is egyszertien kdvetkezik, hogy egy ortogondlis métrixnak csak 1 vagy -1 lehet a

determinansa, hiszen a
det A =det AT, detA-det AT =detl=1

feltételekbdl (det A)? = 1 kovetkezik, azaz det A értéke 1 vagy -1.
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Példék ortogonalis matrixokra:

e IdentitAsmatrix:

o)

[ cos¢ —sing ]

o A ¢ szogi elforgatas méatrixa:

sing  cos¢
e Az x tengelyre valo tiikrozés méatrixa:
1 0
0 —1

o Tiikrozés a ¢/2 iranyszogi egyenesre:

sing —cos¢

[ cos¢ sing ]

Vegyiik észre, hogy ez a matrix szimmetrikus, azaz a transzponaltja sajat maga. De
mivel ortogonalis is, a transzponaltja egyben az inverze, amib6l kévetkezik, hogy az

inverze sajat maga. Specidlisan, ha ¢ = 90°, akkor a 45°-0s egyenesre tiikroziink,

)

Az ortogonalis matrixok fontos fajtdja a permutaciés matrix.

ennek matrixa:

2.19 Definici6. FEgy A € R™"™ mdtrizot permutdcids mdtriznak nevezink, ha minden

oszlopdban és sordban pontosan eqy elem 1, a tébbi 0.

Az ilyen matrixok egy vektor elemeit felcserélik, mas széval permutaljak. Pl. az

s

I
S O =
_ o O
S = O

méatrix barmely haromdimenziés vektor mésodik és harmadik elemét cseréli fel. Permu-
tacios matrix pl. az identitasmatrix és a mar el6bb latott, 45°-0s egyenesre valo tiikrozés

matrixa is.
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2.20 Definicié. Egy A € R™"™ mdtrizot normdlis mdtriznak nevezink, ha A kommutdl

a transzpondltjaval, azaz
ATA = AAT.

Nyilvanval6an, minden ortogonalis matrix normaélis. (Forditva nem igaz.) Igaz tovabba,
hogy minden szimmetrikus matrix is normalis, mivel ezekre A = AT, ésigy az AAT = ATA

feltétel automatikusan teljestil.

2.21 Definicié. Eqgy A € R™"™ mdtrizot nilpotens mdtriznak neveziink, ha létezik olyan
k € IN hatviny, amelyre A¥ = 0. A legkisebb ilyen tulajdonsdgi k szdmot a nilpotens

mdtrixz fokszdmdnak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy ha egy méatrixnal A™ = 0, akkor A™ = 0 is igaz minden m > n

o]

Specidlisan, minden olyan tridiagonalis matrix, amelynek nullak vannak a féatlojaban,

esetén.
Pl. az

matrix nilpotens, ugyanis A% = 0.

nilpotens. Olyan nilpotens matrix is l1étezik azonban, amelynek nincs egyetlen nulla eleme

A:6_9,
4 —6

hiszen kénnyen meggy6zGdhetiink réla, hogy ennek a matrixnak a négyzete is a nullmatrix.

sem, pl.

Egy A € R™"™ matrixra egyenértékiiek a kovetkezd allitasok:
1. A nilpotens.
2. det(A—AI) = A"
3. A egyetlen sajatértéke a nulla.

A gyakorlatban (pl. szélsGérték-szamitashoz) fontosak a pozitiv (ill. negativ) definit
matrixok is. Ezek bizonyos szempontbol a pozitiv (negativ) valos szdmokhoz hasonld

tulajdonsagokkal rendelkeznek.

2.22 Definicio. Egy A € R™ ™ mdtrizot pozitiv (negativ) definit mdtriznak nevezink,

ha minden x € R™ vektorra
(Az,z) >0 (ill. (Az,z) <0),
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és egyenldség csak akkor van, ha x a nullvektor. Ha az (Ax,x) skaldris szorzat egyes x

vektorokra pozitiv, mdsokra negativ, akkor az A mdtrizot indefinitnek nevezzik.

A definicié alapjan altalaban nehéz megvizsgélni, hogy egy matrix pl. pozitiv definit

matrix-e. Szimmetrikus matrixra azonban konnyen ellenérizhetd feltétel adhato:

2.23 Tétel. (Sylvester tétele)
Az A € R™"™ szimmetrikus mdtriz pontosan akkor pozitiv definit, ha 0Osszes bal felsd

sarokaldetermindnsa pozitiv.

A targyalt méatrixfajtak kozil kiilondsen kedvezd tulajdonsaguak a diagonalmatrixok,
hiszen ezeknek konnyd megmondani a determinansét, sajatértékeit, sajatvektorait, vala-
mint egyszertien invertalhatok és hatvinyra emelheték. Ha egy matrix nem diagonalis,
akkor gyakran lehet&ség van arra, hogy felirjuk egy diagonalis matrixot tartalmazé méat-

rixszorzat alakjaban.

2.24 Definici6. FEgy A € R™"™ madtrizot diagonalizdlhato mdtriznak nevezink, ha A
felirhato PDP~' alakban, ahol P € R™™ egy invertdlhaté mdtriz, és D € IR™" egy

diagondlmadtriz.

Korabban sz6 esett a matrixok spektralfelbontasarol. Azt tanultuk, hogy ha egy A €
IR™ ™ matrixnak van n db kiilonb6z6 sajatértéke, akkor létezik A = SDS~! alaku fel-
bontasa, ahol D olyan diagon&lmatrix, amelynek a f6atlojaban az A matrix sajatértékei
vannak, az S méatrix oszlopvektorai pedig A egy-egy sajatvektora. (Ezek linearisan fiig-
getlen vektorok, mert kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok mindig linearisan
fiiggetlenek, ezért biztosan létezik S inverze.) Vagyis ekkor A diagonalizalhato, és a defi-
nici6 szerinti P méatrix oszlopvektorai az A sajatvektorai.

A spektréalfelbontas létezéséhez nem sziikséges, hogy létezzen n db kiilonbo6z6 sajatérték,
hanem elegendd, ha van n db linearisan fiiggetlen sajatvektora a matrixnak (tehat lehet
tobbszoros sajatértéke!), ekkor is diagonalizalhaté a matrix. Az allitds megforditasa is

igaz, azaz fennall a kovetkezs

2.25 Tétel. Egy A € R™"™ mdtriz pontosan akkor diagonalizdlhatd, ha van n db lined-

risan figgetlen sajdtvektora.

Biz.:
(=) Tegyiik fel, hogy A diagonalizalhato. Ekkor létezik olyan P € IR™ " invertalhato
matrix, amelyre A = PDP~! ahol D = diag|dy, ds, . ..,d,] diagonalis métrix. Szorozzuk

meg az egyenlGséget P-vel jobbrol:

AP = PD.
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A két oldalon 1évé matrix megfelel6 oszlopvektorai egyenl6ek, azaz
A}_?i =dp, i=12,...,n

Ez éppen azt jelenti, hogy P oszlopvektorai az A sajatvektorai a dy,ds, ..., d, sajatér-
tékekkel, és mivel P invertalhato, det P # 0, ezért ezen oszlopok linearisan fliggetlenek
(kiilonben a determinans nulla lenne). Kovetkezésképpen van n db linedrisan fiiggetlen
sajatvektora A-nak.

(<) Tegyiik fel, hogy A-nak van n db linearisan fiiggetlen sajatvektora. Jelolje P az

ezekbd6l mint oszlopvektorokbdl 6sszeallitott métrixot. Ekkor
AP = PD,

ahol D a megfelels sajatértékeket tartalmazza a f6atloban. Szorozzuk meg az egyenlGséget
jobbrol P inverzével (amely létezik, mert az oszlopai linearisan fiiggetlenek, tehéat det P #
0). Ebbasl

A=PDP!,

ami éppen A diagonalizalhatosagat jelenti.
Megjegyezziik, hogy a szimmetrikus matrixok mind diagonalizalhaték. S6t, minden nor-

malis matrix diagonalizalhato.

2.5.1. Matrixok Jordan-alakja

Egy négyzetes métrixnak nem mindig van annyi linearisan fiiggetlen sajatvektora, amek-
kora a meérete. Lattuk, hogy ekkor a matrix nem diagonalizdlhat6. Azonban igaz a
kovetkezd: minden matrix felirhaté olyan matrixszorzat alakjaban, amelyben a kozépsé
matrix majdnem diagonalis: a f6atlon kiviil csak kozvetleniil a f6atlo {616t tartalmazhat

nemnulla elemet. Ezt nevezziik a métrix Jordan-alakjanak.

2.26 Tétel. Minden A € IR™" négyzetes mdtriz felirhaté A = PJP~! alakban, ahol

P € R™" invertalhato mdtriz, és J a kovetkezd alaki blokkdiagondlis mdtriz:

Ji 0 ... 0
0 Jo ... 0
0 0 J,
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ahol

P 0

0O XN 1 0
J’i: )

: 1

0 ... 0 N\

ha a mdtriz i-edik sajatértéket \;-vel jelolyiik, a kilonbozd sajdtértékek szamdt pedig p-vel.

J; elnevezése: az A mdtriz i-edik Jordan-blokkja.

A Jordan-blokkok mérete megegyezik a sajatérték multiplicitasaval.

2.6. Matrixfiiggvények

A métrixfiiggvények olyan fiiggvények, amelyek matrixhoz matrixot rendelnek. A valos
fliggvények tobbsége csak olyan matrixfiiggvényekre altalanosithato, amelyek négyzetes

matrixokra vannak értelmezve. Ezek koziil tekintjiik at a legfontosabbakat.

2.6.1. Matrixpolinomok

A polinomok a legegyszeriibb és legkonnyebben kezelheté fiiggvények. Tekintsiik a

k—1

p(z) = apx™ + ap_ 12"+ . Larr + ag

valés polinomot. Megfogalmazzuk, mit értiink a p polinom A helyen vett helyettesitési
értékén, ahol A € IR"™". Tudjuk, hogy az n X n-es matrixok egész kitevGs hatvanyra
emelhetdk, és az eredmény szintén n X n-es méatrix lesz. Ezt a matrixot tetszéleges valos
szammal szorozhatjuk, és az eredményt 6sszeadhatjuk egy masik n x n-es matrixszal. Igy
tetsz6leges négyzetes matrixot behelyettesithetiink a p polinomban az = helyébe. Az ag

konstanst agl-vel helyettesitjiik, ahol I az n x n-es identitasmatrix:
p(A) = akAk + ak_lAk_l +...a1A+apl.

Specialisan, ha a métrix diagonalis, akkor konnyen beldthatd, hogy a f6atloban allo sza-

mokat kell csak behelyettesiteni a polinomba, azaz a D = diag|dy,ds, ..., d,| matrixra

p(D) = diag[p(dr), p(dz), - - -, p(dn)].

Ha a métrix diagonalizalhato, azaz A = PDP~! alaki, akkor szintén egyszert p(A)
kiszamitasa:
p(A) = Pp(D)P~,
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ahol a p(D) matrix a p polinom a D diagondlméatrixra alkalmazva, vagyis a D f6atloja-
ban lévs szamokat kell csak behelyettesiteni a polinomba. (Szamokat behelyettesiteni a
polinomba lényegesen egyszertibb, mint matrixokat.) Lattuk, hogy ha egy méatrix nem
diagonalizélhato, akkor is mindig Jordan-alakra hozhato (A = PJP™'). Ekkor is igaz
a fenti Osszefiiggés (p(A) = Pp(J)P~1), csak ekkor a kozépss matrixban a f64tlo folott
kozvetleniil is lehetnek nemnulla elemek, azonban az ilyen matrix is viszonylag kénnyen

behelyettesithetd barmely polinomba.

2.6.2. Matrixok hatvanysorai

A matrixokat behelyettesithetjiik hatvanysorba is. A valos fiiggvények kozott kiilondsen

fontos szerepet tolt be az exponencialis fiiggvény, amelyet az

2

exp()—1+$—|—§+—+ Zk,

hatvanysorral definidlunk. Hatvanysorral definidltuk tovabba a sin és cos fiiggvényt is.

Tekintsiik az f(z) = > o, axz” hatvanysorral megadott fiiggvényt. Ha A € IR"™", akkor
az. A matrix hatvanysora, f(A) az A méatrixnak az f(z) sorba valo behelyettesitését je-
lenti. Fontos hangsilyozni, hogy ez nem azt jelenti, hogy a matrix minden egyes elemét

behelyettesitjiik a hatvanysorba!

Specialis métrixok hatvanysora kénnyen kiszamithato. A diagonalméatrixokban csak a
féatlobeli elemeket kell behelyettesiteni a sorba. Ha a matrix diagonalizalhato (A =
PDP™1), akkor

f(A) = Pf(D)P~"
ha pedig nem diagonalizalhato, akkor Jordan-alakra hozhato (A = PJP™1), és

f(A)=Pf)P

A matrix hatvanysora nilpotens métrixokra pontosan kiszamithato, mert egy n-edfoki
nilpotens matrix 6sszes m > n kiteviji hatvanya nullmatrix lesz. Igy a végtelen matrixsor

véges polinommaé egyszeriisddik.

2.27 Megjegyzés. Kionnyen ldthatd, hogy ha A diagonalizdlhatd, akkor az f(A) mdt-
riz sajatértékeit gy kapjuk, hogy A sajdtértékeit behelyettesitjik f-be. Ugyanis ekkor
f(A) = Pf(D)P™!, azaz f(A) diagonalizdlhaté az f(D) diagondlmdtrizszal. Az f(A)

sajdtértékei tehdt az f(D) mdtriz fédtldjaban lévd szamok, ezek pedig éppen az f(\1),. ..,
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f(An) szdmok, ahol \q,..., N, az A mdtriz sajatértékei.

2.7. Koordinata-transzformaciok

Egy vektortérben szamtalan médon valaszthatunk meg bézist a vektorok szam-n-esekkel
valo reprezentilasara. Erdemes tudnunk, hogy az egyik bazisbol (més széval koordinata-

rendszerbdl) milyen képletek segitségével térhetiink at egy masikba.

Legyen adva egy X n-dimenzios vektortérben két bazis: By = {aj,as,...,a,} és By =
{b1,ba,...,b,}. Azt keressiik, hogy milyen Osszefiiggés van egy X-beli vektor By és By
bazisbeli koordinatai kozott. FEzt a fliggvénykapcesolatot koordinata-transzformécionak
nevezziik.

Tegyiik fel, hogy az € X vektort a B; bazisban az (aq, aq, ..., a,), a Bae-ben pedig a

(61, Po, - - -, Bn) szam-n-essel azonosithatjuk, azaz
T = o1a; + el + ... + Qpa, = 61()1 + 5252 + ...+ Bnbn (5)
A bal oldalon az ai,as,...,a, baziselemeket kifejezhetjiik a by, bo, ..., b, béaziselemek li-

nearis kombinécidjaként:
ar = b + 202 + ...+ Yinby
ay = Yarbi + ya2bo 4+ ...+ Y2, by
an = anbl + 7n2b2 +...+ ’Ynnbn

Ezeket az Gsszegeket beirva (5)-ben ay, ag, ..., a, helyére, mindkét oldalon a by, by, ..., b,

vektorok linearis kombinacioja fog szerepelni. Az egyiitthatok egyeztetésébdl az

gy + aevar .o+ = P
a2 F Yo F .o F Qe = B
a1Y1n + Q2%Yon +...+ ApYnn = /Bn

Osszefiiggésekhez jutunk. Lathato, hogy az 0j koordinatak lineéris fiiggvényei a régieknek,

azaz az o = (o, g, ..., ), B = (01, Pay - -, Bn) jeloléssel

Ka=p,
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ahol az K € R™*"™ matrix elemei leolvashatok az el6bbi egyenletekbdl:

Yir Y21 .- Ynl
K — 7.12 Yo2 .- %.zz
71n '72n o ’Ynn

Vagyis az K matrix i-edik oszlopaba az a; vektor Bs-beli koordinatai keriilnek. Ezt a

marixot a koordinata-transzformacié matrixanak nevezziik.

A gyakorlatban azok a koordinata-transzformaciok a legfontosabbak, amelyek megérzik a
vektorok hosszat, azaz amelyekre igaz az, hogy barmely x € X vektor By és B, bazisbeli

koordinata-vektora kozott fennall a

\/5%+6§+...+ﬁ,%:\/a%+a§+...+ag
egyenlgség. Masképpen, ismét az a = (ag, ag, . .., a,) jelolést hasznalva
(Ka, Ka) = (o, a),
ahol a zardjel skalaris szorzast jelol. Ezt az egyenl@séget a matrix transzponaltjaval felirva:
(o, KTKa) = (a, a).

Belathato, hogy ez minden o vektorra pontosan akkor all fenn, ha KTK = I, azaz
KT = K71, vagyis a koordinita-transzformécié matrixa ortogonéalis. Ezért az ortogonélis
koordinata-transzformaciok a legfontosabbak a gyakorlatban. (Ilyen pl. a sikvektorok

esetében, ha mindkét bazisvektort elforgatjuk ugyanazzal a szoggel.)

3. Vektorterek tovabbi struktiarakkal

Ebben a fejezetben olyan vektorterekrdl lesz szo, amelyekben az elemek bizonyos specialis

tulajdonsigokal rendelkeznek.

3.1. A vektorok norméaja, a normalt tér

A sikvektorok fontos tulajdonsaga a hosszusaguk (nagysaguk). Egy tetsz6leges vektortér-
ben nem biztos, hogy van hosszuk az elemeknek, de a gyakorlatban azok a vektorterek a

legfontosabbak, amelyekben értelmes ez a fogalom. Az ilyen vektortereket normalt terek-
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nek fogjuk nevezni.

Ahhoz, hogy egy tetszéleges vektortérben értelmezhessiik az elemek hoszisagéat, gondol-
juk meg, hogy milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a sikvektorok hagyomanyos értelemben
vett (Pitagorasz-tétellel szamitott) hosszisaga (euklideszi hosszisag). Jeloljiik ehhez egy

a = (a1, as) vektor hosszusagat |a|-val.

1. A hosszlsag mindig nemnegativ, és csak akkor 0, ha a nullvektorrol van sz, azaz

la| >0 Vae€ &, ésla] =0« a=0.

2. Két vektor 0sszege nem lehet hosszabb, mint az 6sszeadanddk hosszanak az Gsszege,
azaz
la+b| <laf+[b] Va,be &

3. Ha egy vektort A € IR szdmmal szorzunk, akkor a vektor hossza |A|-szorosara val-
tozik, tehat
[A-al =[A-]a| Va€&,VAeR.

Ugy gondoljuk, hogy ezek a tulajdonsagok jelentik a hossziisag lényegét. Felmeriil a kér-
dés, hogy csak az euklideszi hosszlisig rendelkezik-e ezekkel a tulajdonsagokkal, vagy mas
modon is lehetne-e olyan szamot a vektorokhoz rendelni, amely hasonl6 tulajdonsagu, és
ezért szintén hasznéalhato lenne a vektorok hosszisaganak a jellemzésére. Probélkozzunk

egyéb skalarértéki fiiggvényekkel, és vizsgaljuk meg a fenti harom tulajdonséagot.

i.) A vektorok irdnyszoge - nem tesz eleget a fenti tulajdonsagoknak, hiszen pl. nem
igaz az, hogy csak a nullvektornak nulla az iranyszoge. Ez tehit nem hasznalhato a hosz-
szusag jellemzésére.
ii.) A vektorokhoz hozzarendelhetjiik az x és y tengelyre es6 vetiiletiik koziil a hosszabbik
vetiilet hosszisagat.

a max{|a1\, |a2|}

Ez mar jo lesz!

iii.) A két vetiilet hosszusagat osszeadva szintén nemnegativ szamot kapunk:
a v lag] + |as]

Szintén mindharom tulajdonsag teljesiil.
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Ezért a tovabbiakban a hossz fogalmat az elGbbiek alapjan a kovetkezSképpen altala-

nosithatjuk.

3.1 Definicio. Legyen X wvektortér. Ekkor egy || - | : X — R figgvényt normdnak

neveziink, ha igaz rd a kovetkezd hdrom tulajdonsdg:
1. ||z]| >0 Vxe X, és|z|]| =0« z=0x.
2 le+yll < llzll +llyll vVo,y e X.
3. || A-x|| =\ ||z]] VzeX, VAeRR.

Azt a szdmot, amelyet ez a fiigguény eqy x € X vektorhoz hozzdrendel, az x vektor normd-

janak nevezzik, és ||x||-vel jeloljik. Az (X, | -||) rendezett pdrt normdlt térnek nevezzik.

Az & vektortéren tehat mar harom normét is ismeriink. Ezekre a kévetkezd jelolések és

elnevezések hasznalatosak:
L. |lally := |a1| + |az| (els6 norma)
2. |lalls := /a3 + a3 (mésodik vagy euklideszi norma)
3. ||a|lmax vagy ||al|c := max{|ai|,|as|} (maximumnorma)

Ugyanezen haromfajta norma megfelelGje IR"-en is értelmezhets, mindhdrmat gyakran

hasznaljuk. Az x = (1,29, ...,x,) jeloléssel
Lol = 320
2. |zl = /200 @
3. [[2]lmax vagy [|@/loc := max{|as], o, .. |zal}

3.2. Operatornormak, matrixnormak

Lattuk, hogy Hom(IR",IR™), azaz az IR" — IR™ linearis leképezések halmaza a megfelels
miiveletekkel vektortér. Lehetne-e az X = Hom(IR™,IR™) vektortérben is értelmezni az
elemek nagysagat?

A legfontosabb speciélis eset az, amikor m = n (Hom(IR™, IR"), amit roviden csak a
Hom(IR"™) szimbolummal jeloliink), ezért részletesebben csak ezzel foglalkozunk. Jelolje

| - ||rn barmelyik IR™-beli vektornormat, és 0,, az IR™ nullvektorat. Belathato, hogy

1= sup W@

z€R™,2#0, ||xHIR"
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norma Hom(IR™)-en. Ezt a norméat az || - ||g» vektornorma altal indukalt operatornorma-
nak nevezziik.

Mit fejez ez ki szemléletesen? Az % hanyados azt mutatja meg, hogy az f leképezés
hanyszorosara nyijtja meg az x € IR™ elemet. Ha az 6sszes x-re vessziik ezt a hanyadost,
majd ezen hanyadosok szupremumat, akkor ez azt mutatja meg, hogy az f leképezés leg-

feljebb hanyszorosira nytjt meg egy elemet.

Belathato, hogy a fenti szuprémum ekvivalens a kovetkezdékkel:

f$ Rn fLL’ IR’VL
wp W@l W@l
z€R™, #£0y, H37HIR" z€RM,||z||gr =1 HSUHmn z€RM, ||zl g =1

- max xXr n
(@)
Megjegyezziik, hogy méas-méas IR"-beli vektornorma mas operatornormat indukal, tehat
egy lineéris operatornak nem feltétleniil ugyanannyi pl. a maximumnorma és az euklideszi

norma altal indukalt normaja.

Megjegyezziik, hogy a Hom(IR",IR™) vektortéren is értelmezhet§ a szupremumnorma:

ekkor a szamlaloban és a nevezdében kiilonb6z6 vektortérbeli normék szerepelnek.

Tudjuk, hogy az f : IR"™ — IR" linearis operator megfelel egy A € IR™"™ matrixszal

valé szorzasnak, azaz f(z) = A -z, tehat a sup-norma az A matrixszal is kifejezhetd:

A'.I ]R’!L
= sup IAolme
2eRn 220, || T||Rn

A szupremumot nem mindig konnyt kiszamitani, ezért érdemes tudnunk, hogy az indukalt

operatornormakat a leképezés méatrixanak elemibdl egyszertibben is ki lehet szamolni:

1. Els6 norma (méasképpen oszlopnorma): a leképezés méatrixanak minden oszlopaban
Osszeadjuk az elemet abszolut értékét, és a legnagyobb ilyen oszloposszeget valaszt-

juk.

n

Al max := max > |

J€{17277n} .
=1

2. Mésodik norma (spektralnorma):

[All2 = V[ Amax (AT A),

ahol AT az A matrix transzponéltja, Apax (AT A) pedig az AT A matrix legnagyobb
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abszolut értéki sajatértéke.

3. Maximumnorma (sornorma): a legnagyobb sordsszeg.
n

All, = Z g

[ A[l1 e 2 |asj]

Lattuk, hogy az IR"*™ halmaz is vektortér a méatrixokon értelmezett 6sszeadas és skalarral
valo szorzas miiveletével, és ez a vektortér azonosithaté a Hom(IR™) vektortérrel. A fenti
szupremum tehat IR™™-en is norma: (az adott IR"-beli norma &ltal) indukalt méatrix-
norménak nevezziik. Az indukalt matrixnormak rendelkeznek a kovetkez harom fontos

tulajdonsaggal:

i) Az Azx matrix-vektor szorzatra mindig igaz, hogy [|Az| < ||A]l - ||=|| (itt a bal oldali
és a jobb oldali masodik norma valamelyik vektornorma, és az A matrix norméja

az ezen vektornorma altal indukalt matrixnormal)
ii) Az identitasmatrix normaja 1, azaz ||| = 1.

iii) Két matrix szorzatanak norméja nem nagyobb, mint a tényezék normajanak a szor-

zata: ||AB|| < [[All-[|B].

Ezen a vektortéren azonban tovabbi, nem indukélt normék is hasznalatosak. FEzek a
matrixnormak nem irhatok fel egy adott vektornorméhoz tartoz6 szupremumnormaként.
Nem indukalt matrixnormat kapunk pl., ha vessziik a méatrix lehets legnagyobb abszolut
értékd elemét:

| Al] := max |a;;l;

)

vagy ha az 0sszes matrixelem abszoliut értékét osszeadjuk:
n
1Al =) fasl.
ij=1

Ezek tehat mind rendelkeznek a norma harom tulajdonsagaval, de fontos tudni, hogy
altaldban nem rendelkeznek az i)-iii) tulajdonsidgokkal. Ez az oka, hogy a nem indukalt

méatrixnormékat ritkan hasznaljuk.

3.3. Az euklideszi tér

Ismeretes, hogy a sikvektorok kérben nemcsak az Gsszeadéas és a skalarral vald szorzas

miivelete van értelmezve, hanem egy tovabbi igen fontos mtvelet is: a skalaris szorzas.
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Ez a miivelet azonban nem sikvektort ad eredményiil, hanem az
a-b=laf-|b] - cosy

definicio szerint (v a két vektor kozrezart szoge) egy valos szamot. Ez a miivelet tehat
egy € x & — IR leképezést jelent.

Idézziik fel a skaléris szorzas miveleti tulajdonsagait!
l.a-b=b-a Va,be &;
2. (a+b)-c)=a-b+ta-c Vabcecb
3. (aa)-b=a-(a-b) Va,be &, Va e R.

Koénnyen meggondolhato, hogy a 2. és 3. tulajdonsag ekvivalens a kévetkezd tulajdon-
saggal:
(aa+pb)-c=a-(a-c)+B-(b-c) Va,B€R,Vab €&,

Azt is megallapitottuk tovabba, hogy a-a > 0, és egyenléség akkor és csak akkor van, ha

a =0, ugyanis a - a = |a| - |a] - cos 0 = |a|?.

A skalaris szorzat hasznalhato példaul arra, hogy segitségével kiszamitsuk két vektor koz-
bezart szdgét. Specidlisan, azt is konnyen megvizsgalhatjuk, hogy mer6leges-e egymasra

a két vektor, ennek feltétele ugyanis az a - b = 0 egyenl&ség.

A tovabbiakban szeretnénk a skalaris szorzas fogalmat értelmezni més vektorterekben

is.

3.2 Definicibé. Legyen X eqy tetszdleges vektortér, és legyen értelmezve eqy X x X — IR
fligguény a kivetkezd tulajdonsdgokkal (ezt a fiigguényt jelolje (-, -)):

1 (z,y) = (y,z) Va,yecX;
2. {(ax + By, z) = oz, 2) + B{y,z) Va,y,z € X,Vo,[ € R;
3. (x,x) >0 Ve e X és (z,z) =0 z = 0y.

Ezen X x X — R fiiggvényt skaldris szorzatnak nevezzik, és az (X, (-,-)) rendezett pdart

(valos) euklideszi térnek nevezzik.

3.3 Megjegyzés. A fenti harom miveleti tulajdonsdg néhdny kévetkezménye:
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o A 2. tulajdonsdg akkor is igaz, ha az 6sszeq hdtul dll, azaz:

(r,ay + 02) = afz, y) + B(z, 2),

ugyanis, felhaszndlva az 1. és 2. tulajdonsdgot,
(z,ay + B2) = (ay + Bz, 2) = afy, z) + (z,2) = a(z,y) + (=, 2).

e (Ox,y)=0Vy e X és (2,0x) =0Ve e X. (Pl az elsd dllitds igazoldsa: (0x,y) =
(£ —z,y) = (r,y) + (-x,9) = (@,9) + ((=D2,y) = (z,y) = 1-(x,) = 0.)

Példak euklideszi terekre:

o X :=R" (z,y):=> 1 Ty
Lassuk be, hogy ez valéban skalaris szorzat!
L (z,y) = 300, iy = Do v = (Y, )
2. (ax+ Py, z) =Y 0 (ax; + Byi)z = ad o iz + By yizi = oz, z) + By, 2)
3. (wyx)y=3 1 27 >0,és=0<2;,=0Vi=1,2,...,n, azaz = 0,,.

(2

o X :=Cla,b], (f g):= fabf'g-

3.4. Norma euklideszi terekben

Legyen (X, (-,-)) egy euklideszi tér. Ekkor az elemeknek mindig értelmezheté a normaja

reX, |zl :=+ ().

Vegyiik észre, hogy ez a norma IR"-ben a masodik normat adja (ezt neveztiik euklideszi

a kovetkezGképpen:

norméanak). A Cfa,b] fiiggvénytérben a

LFl = \/ﬁ

A skalaris szorzat és a norma értelmezése utan értelmezhetjiik egy tetszéleges euklideszi

norméat kapjuk.

térben a kozbezéart szog fogalmét is:
3.4 Definicié. Egy (X, (-,-)) euklideszi térben az x € X és y € X wvektorok kozbezdrt

szogének azt a v szdget nevezzik, amelyre

(,y)

COS7Y = ———.
[l - 1yl
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3.5 Definicio. Azt mondjuk, hogy az (X, (-,-)) euklideszi térben az v € X ésy € X

vektorok merdlegesek egymdsra, ha (z,y) = 0.

3.5. A Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlStlenség

Az euklideszi terekben fennall egy fontos egyenl6tlenség, az in. Cauchy—Schwarz—Bunya-

kovszkij-egyenl&tlenség:

3.6 Tétel. Egy (X, (-,-)) euklideszi térben barmely a,b € X elemekre fenndll:

{a,b)? < {a,a) - (b,b).

Ezt bizonyitas helyett csak a kovetkezd két specialis esetre gondoljuk meg:
1. X = &-ben a CSB-egyenlGtlenség:

(a-b)* <|af-[b]* Va,be€ &.

Biz.:
(a-b)* = (la| - |b] - cos)* = |a]? - [b]* cos® v < |al* - [b]?,

ugyanis cos?y € [0, 1].

Megjeqyzés: Léathato, hogy egyenlGség pontosan akkor van, ha cosy = 1 vagy -1, azaz a

két vektor egy egyenesbe esik (linearisan Gsszefiiggs).

2. X = IR"-ben a CSB-egyenl6tlenség:

n

(Z ab;)? < (Z af)(z b?) Va,be R™

=1 1=

Biz.: Definialjuk a kovetkezs, x-t61 fiiggs fliggvényt:
yi () = (a;x + b;)?,

és legyen
n

Y(x):= Zyi(x) = Z(aix + b;)%

i=1

A négyzetosszeget kifejtve

n

Y(z) =) (aia® + 2a;bx +b7),

=1
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amely az
Y(z) = Az* + 2Bz + C

alakban is felirhato, ahol

n n

A=>"a}, B=> aib; ¢ C=)» b}
i=1 i=1 i=1
Nyilvanvaloan, Y (x) > 0 minden = € IR pontban, mivel y;(x) > 0Vi=1,...,n. Az
Az? +2Bx+C >0

egyenlGtlenség azonban minden x € IR pontban csak akkor allhat fenn, ha a masodfoki

egyenlet D = 4B? — 4AC diszkriminansa nem pozitiv, azaz
4B* — 4AC < 0.

Ez pedig (4-gyel osztva) éppen a belatando egyenlGtlenséget jelenti.
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