1. Gyakorl6 feladatsor
Vektorterek

1. Az IR? vektortérben alteret alkotnak-e azok a szamparok, amelyek
a.) elsd eleme 0;
b.) masodik eleme 0;

c.) masodik eleme 37

2. Legyen W azon szamnégyesek halmaza, amelyek els¢ és mésodik elemének Gsszege

egyenlS a harmadik és a negyedik elem kiilénbségével. W altér-e IR*-ben?

3. Legyen V azon P»-beli fiiggvények (legfeljebb masodfoki polinomok) halmaza, ame-
lyekre

(0)=0¢s f(1)=0
0)=0¢s f(1) =

a.) f(z) > 0 minden x € [0, 1] pontban;
(

(z) = f(1 — x) minden z € [0, 1] pontban;
() = f(1 —x) + 1 minden z € [0, 1] pontban.
Mely esetekben lesz V' altere P-nek?

b.) f
c.) f
d.) f
e.) f

Megoldasok:

1. a, b: igen (pl. az a. esetben (0,z) + (0,y) = (0,z +y) és A - (0,z) = (0, \x)
tetszbleges x,y, A € IR esetén a halmaz eleme, hiszen szintén olyan szampar lesz,
amelynek els eleme nulla),

c: nem (nem zart pl. az Osszeadasra, mert (z,3) + (v,3) = (v + y,6), azaz két
szampar Osszegének masodik eleme nem 3 lesz, hanem 6, igy az 0sszeg nincs benne

a halmazban).

2. Irjuk fel két W-beli elem Osszegét és skalarszorosat, és vizsgaljuk meg, hogy az ered-
ményiil kapott szamnégyes mindig benne van-e W-ben, azaz igaz-e az eredményre is,

hogy az els6 két elem Gsszege egyenls a harmadik és a negyedik elem kiilonbségével.
a = (a17a27a37a4)7 b= (blab2ab37b4) S w < ap + Q2 = a3 — Q4, bl + b2 = b3 - b4
IR*-ben elemenként adunk ssze két vektort:

a+b: (a1+bl,a2+b2,a3+b3,a4+b4)



[gaz-e az Osszegre, hogy
((11 + bl) + (CLQ + bg) = (a3 + bg) — (a4 + 54)?

Igen, hiszen a; + as = az — ay és by + by = by — by, ezért (ag + by) + (az + by) =
(Cll + Gg) + (bl + bg) = (ag — a4) + (bg — b4> = ((13 + bg) — (CL4 + b4>
A skalarral valo szorzast is elemenként végezziik, tehat

)\ : (a17 ag, as, a’4) - ()\a/lv )\(IQ, )\a37 )\CL4>
Igaz-e, hogy ez a vektor is mindig eleme W-nek, azaz
Aaq + Aag = das — Aay?

Igen, hiszen
)\al + )\CLQ = /\((11 + CLQ) = )\(ag — a4) = /\CL3 — )\a4.

. a, ¢, e: nem, b, d: igen.
Részletesebben:

2 _ 42,

a.) Ha pl. az f(x) = 2? fliggvényt (-1)-gyel szorozzuk, akkor (—1)z
[0, 1]-en felvesz negativ értékeket is, tehat az ilyen tulajdonsagu polinomok halmaza
nem zart a skalarral val6 szorzasra.

b.) Ha f,g € P, és f(0) = 0,9(0) = 0, f(1) = 0,9(1) = 0, akkor (f + ¢)(0) =
f(0)4+g(0)=04+0=0¢s(f+9)(1) = f(1)+g(1) =0+0 = 0. Tovabba (X- f)(0) =
AfO)=X-0=0¢e (A-f)(1) =X f(1) = X-0 =0 azaz az Osszegfliggvény és a
skalarszoros fliggvény is ugyanilyen tulajdonsagi, és természetesen szintén legfeljebb
maésodfokt polinom.

c.) Ha f,g € Py, és f(0) = 0,9(0) = 0, f(1) = 1,9(1) = 1, akkor (f + ¢)(0) =
f(O)+¢g(0) =0+0=0¢és (f+9)(1) = f(1)+9(1) = 1+1 = 2, azaz az
Osszegfiiggvényre méar nem igaz, hogy 1-ben 1-et vesz fel, ezért nem vektortér.

d) Ha f,g € Py, s f(x) = f(1—2),g(x) = g(1 - x), akkor (f + g)(x) = f(x) +
g(x) = f(l —z) +9(1 —z) = (f +g)(1 — x); tovabba (A- f)(z) = A f(z) =
A f(l—x) = (N f)(1 —z), azaz az Osszegfiiggvény és a skalarszoros fliggvény is
ugyanilyen tulajdonsagu, és természetesen szintén legfeljebb masodfoki polinom.
e.) Ha f,g€ Py, 6s f(x) = f(1—xz)+16s g(x) = g(1 —x) + 1, akkor (f +g)(z) =
fx)+g(x) = f(1—2)+14+g(1—2)+1 = (f+9g)(1—2x)+2, tehat az Gsszegfiiggvény

nincs a halmazban.



