5. Gyakorlé feladatsor
Linearis leképezések matrixa, specialis matrixok

1. Irjuk fel az z-tengelyre valo tiikrozés matrixat, ha
a.) By = By ={i, j};
b.) By ={j, —i}, Bo = {i,j}
c.) By =By =1{j, —i}

2. Irjuk fel a ¢ szogd elforgatas matrixat, ha
a') B, = {lv l}v By = {Z+¢Z’ 21};
b.) By ={2i, 2j}, Bo={i+j, j}!

3. Mi lesz a 90°-os elforgatés matrixa, ha B = {i,j}, By = {j, —i}"

4. a.) Mi a matrixa az egymas utani 60°-os elforgatasnak és y tengelyre valo tiikkrozés-
nek, ha By és B, is a descartesi bazis?

b.) Mi a matrix, ha forditott sorrendben végezziik el a tiikrozést és a forgatéast?

4]

métrixra az kovetkez6k koziil: ortogonalis, szimmetrikus, normélis, permutacios,

5. Melyik jelz6 illik ra az

nilpotens?
Megolddsok:

1. a.) By elemei: i és j. Ezen két vektor képét (r-tengelyre vett tiikorkép) kell megha-
tarozni eldszor: i képe f(i) =1, j képe pedig f(j) = —j. Az els6 vektor koordinatai
By-ben (ami most szintén a descartesi bazis) (1, 0) ez a vektor keriil A els6 oszlopaba,

a masodiké pedig (0, —1) — A masodik oszlopa. Tehat a keresett matrix:

1 0

(Mire j6 ez? Ennek segitségével kiszamithato tetszoleges sikvektor tiikorképe méat-
rixszorzassal. Pl. tekintsiik a 2i+4; vektort. Ez a Bi-ben a (2,4) R?-beli vektornak
felel meg. Ha ezt megszorozzuk az el6bbi méatrixszal, a (2, —4) vektort kapjuk. Fz

a By-ben a 21 — 4j vektornak felel meg, és valoban ez a tiikorkép. )



b.) Itt most a B; bazis mas, elemei j, —i. Ezért most ezeknek kell megvizsgal-
ni a tiikorképét:

f(j) = —J koordinatai By-ben (0, —1),

f(—1i) = —i koordinatai By-ben (—1,0).

Igy a matrix most
0 -1
A =
B1,B2 [ 1 0 ]
(Ezzel is kiszamithato az elgbbi vektor tiikorképe, csak a méatrixszal valo szorzas

el6tt nem a descartesi, hanem az j By bazisbeli koordinatéival kell szdmolni, azaz

a (4, —2) vektort kell szorozni ezzel a méatrixszal).

c.) B els6 eleme j, képe f(j) = —j. Ezt kell felirni a By-ben, ami most nem

a descartesi bazis. Keressiik ezért azon aq, as koordinatakat, amelyek mellett
—Z = Oéll—F Qg (-l)

Ebbél a; = —1, as = 0. — A els6 oszlopa: (-1,0)
By mésodik eleme —i, képe f(—i) = —i. Ezt is felirjuk a Bs-ben: keressiik azon

B, B2 koordinatakat, amelyek mellett
—i=P1j+ B2 (1)

Ebbél 51 = 0, By = 1. — A masodik oszlopa: (0,1). Igy a matrix:

10
ABI’BF[ 0 1]

. Elészor elforgatjuk ¢ szoggel a By elemeit, vagyis a descartesi egységvektorokat. Az

1 elforgatottjanak descartesi koordinatai cos ¢, sin ¢.



cos'p

De nekiink most a Bs-beli koordinatéak kellenek, tehat azon oy, as szémok, amelyekre
cos ¢ +singj = a1 (i +j) + g - 25
Egyeztetve az i és j egyiitthatojat a két oldalon, a

cos ¢ = a, Sing = ay + 20

sin ¢p—cos ¢

egyenletrendszerre jutunk. Az els6 megadja a;-et, a masodikbol pedig as = 5

adodik. Innen mar latszik a keresett méatrix elsé oszlopa.
A B; mésodik eleme j, elforgatottjanak descartesi koordinétai — sin ¢, cos ¢. Most

azon f31, Bs koordinatakat keressiik, amelyek mellett
—sin i+ cos 6 = Pu(i+j) + B 2]
Egyeztetve az i és j egyiitthatojat a két oldalon, a
—sin¢ = [y, cosp = 1 + 255.

A masodik egyenletbdl By = w Igy kapjuk a megoldasban megadott matrix

masodik oszlopat. Tehét

cos ¢ —sin ¢
A= sin p—cos ¢  cos ¢p+sin ¢ ]
2 2
b.)
2cos ¢ —2sin ¢
2(sin¢g — cos @) 2(cos ¢ + sin ¢)
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0 1

(Nem meglepd, hogy a helybenhagyéas matrixat kaptuk, hiszen a vektorokkal egytitt

a koordinata-rendszert (béaziselemeket) is 90°-kal elforgattuk. Igy a vektoroknak

nem valtoznak meg a koordinataik.)

. a.)

_ 1 _ V3 _1
1 O 2 2 2
Ay - Agor = V3 1| V3
O 11]1% 3 5
b.)
Aco - A, — % _\/75 -10 _ _%
60° t Lg 1 0 1 _ﬁ
2 2 2

A két kiilonb6z6 sorrendben elvégzett métrixszorzas eltérs eredményt ad, azaz nem

mindegy, hogy milyen sorrendben végezziik el a tikrozést és a 60°-os forgatast.

. Ortogonalis, szimmetrikus, normalis. Mivel minden paros hatvanya az identités-

méatrix, és minden péaratlan hatvanya énmaga, igy nem nilpotens.



