6. Gyakorl6 feladatsor

Sajatértékek, sajatvektorok. Matrixfiiggvények, koordinata-transzformaciok,

vektornorma, matrixnormak

1. Hatarozzuk meg az aldbbi matrix sajatértékeit is sajatvektorait!
-7 =10
5 8

2. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok sajatértékeit!

A:

-7 8 3 -1 0 0
B = 0 35|, C= 03 0
0 0 6 000

3. Létezik-e spektralfelbontésa az 1. feladatbeli matrixnak? Ha igen, adjuk meg egy

ilyen felbontasat!

4. Ismeretes, hogy a szinusz és koszinuszfliiggvény a kovetkez6 hatvanysorok Osszeg-

fiiggvénye:
A
smx:x—g%—a—?-i- 3
2?2zt af
cosx =1— LT +
Irjuk fel az alabbi matrixok szinuszat és koszinuszat!
011 5
w0 v
a.) A= b)B=|0 01 c.) C=
0 3 ™ 0
0 00

5. a.) Irjuk fel a koordindta-transzformacié matrixat, ha a By = {2i, —j} bézisrol a
By = {i — j,i+ j} bézisra szeretnénk attérni. Hossztarto-e a transzformacio?
b.) Mik a 2i+3; vektor koordinatai a By és a By bazisban? Az utébbihoz hasznaljuk

fel az a.) részben kiszamitott matrixot.
6. Adjuk meg az z = (1,-2,5,0) € IR* vektor mindharom tanult vektornormajat!

7. Norma-e az R? vektortéren az
1
(21, x2) > §|$1| + |2

tfiiggvény?



8. Normat definidl-e R3-on a kovetkezd fiiggvény?

(3317 X2, .Z'g) — ‘xl|

9. Szamitsuk ki az 1. feladatban szereplé A és B matrix mindhérom tanult vektornor-

méahoz tartozé indukalt méatrixnorméajat!

Megoldasok:

1. A sajatértékek meghatarozasahoz megoldjuk a det(A — AI) = 0 egyenletet: (—7 —

A)(8 — A) + 50 = 0. Egyszertibb alakra hozva: A2 — XA — 6 = 0. Megoldasai: A\; = 3
és \g = —2.

Sajatvektorok meghatarozasa a A\; = 3 sajatértékhez: megkeressiikk az Au = 3u
(azaz (A — 3I)u = 0) egyenletrendszer nemtrivialis u = (u1,us) megoldéasait. A
rendszer els6 egyenlete —10u; — 10uy = 0 (a méasodik ezzel Gsszefligg linearisan), igy
az Osszes megoldas mindazon (up,us) szamparok Osszessége, amelyekre u; = —us.
Tehat a sajatvektorok az u = (p, —p), p # 0 alaka vektorok.

Sajatvektorok meghatérozasa a \o = —2 sajatértékhez: megkeressiik az Au = —2u
(azaz (A + 2I)u = 0) egyenletrendszer nemtrivialis u = (uq,uy) megoldéasait. A
rendszer els§ egyenlete —5u; — 10us = 0 (a mésodik ezzel Gsszefiigg linearisan), igy
az Osszes megoldas mindazon (uq, uy) szampéarok Osszessége, amelyekre u; = —2us.

Tehat a sajatvektorok az u = (—2¢, q), ¢ # 0 alaku vektorok.

. B és (' haromszog- vagy diagonalmatrix, igy a sajatértékek a fétatloban 1évs szamok.
Tehat B sajatértékei: —7,3,6, és C sajatértékei: —1,3,0.

. Mivel a 2 x 2-es A méatrixnak van két kiilonb6z6 sajatértéke, igy létezik spektralfel-
bontasa. A kozépss diagonalis matrix fatlojaban ezen sajatértékek vannak, tehét
3 és —2. Lattuk hogy egy-egy sajatvektor ezekhez pl. az (1,—1)ill. a (—2,1). Igy

a spektralfelbontasban szereplé S méatrix legyen

1 -2
S = )

-1 -2
-1 -1

1 =213 o][]=1 -2
-1 1 0 —2 -1 -1 |

amelynek inverze

St =

Ezzel




4. a.) Az A matrix diagonalméatrix, ezért a diagonalisban 1évS szamokat kell csak

behelyettesiteni a szinuszfiiggvénybe:

sin 7 0 B 0 0
0 sin% 01

b.) A B maétrix nilpotens, a harmadik hatvanya méar a nullmatrix, ezért

sin A =

011
smB=B=|0 0 1
000
és
BQ L0 _%
COSB:I—E: 01 0
0 0 1

c.) A C matrix diagonalizalhato, ugyanis létezik spektralfelbontésa. Sajatértékei:

7, /2, és egy-egy sajatvektora (1,1), (1,2), amibdl (a tavaly tanult modon)

Lallnla

A matrix szinuszanak és koszinuszanak kiszamitasihoz a spektralfelbontasban ko-

e}

ME

zépen all6 diagonalmatrixnak vessziik a szinuszat és koszinuszat, és elvégezziik a

matrixszorzasokat:

, (1 1] [ sine 0 | 11
sinC = -
1 2 0 sinZ 1 1 9 9

2
2 —1| [ -21
1 1| | =21

5. a.) A keresett méatrix 1. oszlopaba irjuk a B; els§ elemének, azaz 2i-nek a Bs

1 2 0 cosg

1 1] 0
COSC: COS T ]

bazisbeli koordinatait: (1,1). A 2. oszlopba irjuk a B; masodik elemének, azaz —j-

nek a B, bazisbeli koordinatéit: (3, —1). Igy a koordindta-transzformacié matrixa:

Ez a matrix nem ortogonalis, igy a transzformacié nem hossztarto.



b.) A 2i + 3j vektor 1-2i+ (—3)(—j) alakban irhato fel, igy a B;-beli koordiné-
tavektora (1, —3). Szorozzuk meg az (1, —3) vektort a K maétrixszal, igy kapjuk a

By-beli koordinatavektort: (—3,2).

Nl = 1+ =20+ 5] +10] = 8, [lz] = VI2+22+52+ 02 = V30, [lzfle =

1. tul: %|zi| + |22 > 0 mindig az abszolt érték miatt. Tovabba x1 = 0, xo =
0= S|z1|+ 22| =0 és 2|z| + 22| = 0= 21 =0 és x, = 0 (Két nemnegativ szdm
Osszege csak akkor lesz 0, ha mindkét tag 0). v/

2. tul.: Mivel A - (21, 29) = (Axq, Axe), igy

A (@) o S|+ Aaa| = DA+ A |a:2|—|A|( |x1|+|x2|)
3. tul.:

(1, 22) + (Y1, y2) —7

Mivel (:cbxg) + (y1, yz) = (SU1 + Y1, T2 + y2)7 igy

1 1 1
(z1,22) + (y1,92) §|$1 +y1] 4 |22 + 1] < §|I1’ + §|?/1| + 22| + 12|

1 1
= glel + fwa + Sl + [y2lv
Tehat norma.

. Nem, ugyanis nem csak a (0, 0, 0) vektorhoz rendel hozza nullat, hanem pl. a (0,1,1)

vektorhoz is, igy sériil az elsé normatulajdonsag.

) HA“l = HAHmax = T, |A||2 - \/ max ATA \/_2 = T. (AZ ATA matrix

diagonalmatrix, igy sajatértékeit leolvashatjuk a f6atlobol.)

b.) |Blli = |Bllmax = 2, [Bll2 = v/ Amax(BTB) = \/(3+V5)/2 = 1,618. (Az

utobbi szam a det(BT B — AI) = A\(—)\? + 3\ — 1) = 0 egyenlet megoldasaul kapott
sajatértékekbdl (3 db) kaphato meg, a legnagyobb sajatértékbsl gyokot vonva.)



