1. gyakorlat

Geometriai vektorok

Geometriai vektor:

e iranyitott egyenesszakasz (a sikon/a térben)

e cltolas-invarians = elég egy rogzitett pontbol kiinduld vektorokkal foglalkozni

e nullvektor fogalma

Jel.: &: a sik Osszes vektoranak halmaza, £: a tér 6sszes vektoranak halmaza

Két fontos jellemzd: irdny, hosszusag

Miiveletek

Osszeadés: paralelogramma-szaballyal

Skalarral valo szorzas

A két miveletre igaz a kovetkezd hét tulajdonsag:

1.

at+b=b+a Va,b € &(&;) (az Osszeadas kommutativ)
(a+b)+c=a+ (b+c¢) Va, b, c € E5(E3) (az dsszeadas asszociativ)

A nullvektor egy olyan vektor, amely azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy bar-

mely a vektorhoz adva a-t kapjuk.

Minden a vektorhoz létezik negativ elem, azaz olyan vektor, amelyet a-hoz adva a
nullvektort kapjuk: ez az a-val ellentétes iranyu, vele megegyez6 hosszisagu vektor.

Ezt a vektort jelolje —a.

. Vektorok 0sszegét tagonként szorozhatjuk:

A(a+b)=X-a+X-b  Va,be&(&) és VA € R (vektordisztributivitas)

Két valos szam Osszegével tagonként szorozhatunk barmely vektort:
A+p)-a=X-a+p-a Vae&(E)es VA ue R (skalardisztributivités)

Két valos szammal tetszoleges sorrendben szorozhatunk:
A(pra)=p-Aa)=Apu)-a  Vae&&(E) és VA, u e IR (skalarasszociativitas)

Megjegyzés: Ertelmezhets a kivonds: a — b := a + (—b) és a skalarral valo osztas (ha
A#£0): § = l.a

A =

DE: Nincs vektoroknak egyméssal valo szorzésa, osztasal
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Feladat. Legyen a # 0. Milyen hosszu az % vektor?
Megoldds: & = |X-a| =|Z]|a] = & - |a| = 1
lal la] la| la|
Linearis kombinacié
ay,as, .. .,a, vektorok linearis kombinacidja: o -a; +as-ay+ ...+, -a, o € IR

Megjegyzés: egy darab a vektor linearis kombinacioi az « - a szorzatok.

PlL. egy a és egy b vektornak linearis kombinaci6i: 2a + 00, %Q + 10b, —a — 2b stb.
Hany lineédris kombinaciot lehet gyartani? Végtelen sokat.
Mi lesz a linearis kombinécio, ha mindkét vektort 0-val szorozzuk? 0Oa + 0b = 0 (tn.

trivialis linearis kombinacio)

Linearis Osszefiiggdség

Fontos kérdés: Adott {a,a,,...,a,} vektorhalmaz (vektorrendszer) elemeib6l hogyan
kaphatjuk meg linearis kombinaciéval a nullvektort?

- Ha csak csupa nulla egyiitthatokkal, akkor azt mondjuk, hogy {a;, a,, ..., a,} linearisan
fliggetlen rendszer

- Ha nem csak csupa nulla egyiitthatokkal: {a,,a,,...,a,} linearisan 6sszefiiggs rendszer.

Feladat. Linearisan osszefiiggé-e az {a,0} vektorrendszer, ahol a € &,a # 0 tetszo-
leges?

Megoldds: Milyen egyiitthatokkal dllhat fenn: aja + a0 = 0?7 Ha ay = 0, akkor ay tet-
sz6legesen megvalaszthatdé = a rendszer linearisan Osszefiiggd.

(Minden olyan vektorrendszer linearisan sszefiiggd, amelyben benne van a nullvektor.)

Belathato:
- Két nemnulla vektor lin. 6sszefiiggé < kollinearisak

- Harom nemnulla vektor lin. 6sszefiiggé < komplanérisak.

= A sikon az {i,j}, a térben az {i,j,k} descartesi egységvektor-rendszerek linearisan

fiiggetlenek.

Feladatok. Linearisan osszefiiggGek-e?

L{i,i+j, i+j+k}C&



Megoldds: Azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen egyiitthatokkal teljesiilhet az
ai+f(i+7) +(i+j+k) =0

egyenlGség. Rendezziik at az egyenletet gy, hogy a bal oldalon az i, j, k vektorok

linearis kombinéci6ja alljon:
(a+B4+7)i+B+7)j+7k=0

Mivel az {i,j,k} vektorrendszer linearisan fiiggetlen, ez az egyenléség csak tugy

allhat fenn, ha mindegyik vektor egyiitthatoja nulla, azaz
at+f+v=0, B+v=0, =0

Ezzel egy haromismeretlenes egyenletrendszert kaptunk az o, 3,y szdmokra, amely-
nek egyediili megoldasa: o = 0,0 = 0,7 = 0. Tehét az eredeti harom vektor is

linearisan fiiggetlen.
Megoldds: Szamolas nélkiil is latszik, hogy ezeknek a vektoroknak az Gsszege 0, azaz

1-@=j)+1-(G—-k)+1-(E—i) =0

Ez egy nemtrividlis linearis kombinéci6, amely a nullvektort adja, igy a vektorok

linearisan GsszefiiggGek.

Vektortér

Vegyiik észre, hogy E-re igaz a kiovetkezd két tulajdonsag:
l.haae & ésbe &, akkora+be &,

2. ha a € &, akkor minden \ valos szamra \ - a € &

Ugyanezek igazak &s-ra is. Igazak-e a kovetkezé halmazokra is?

a) Hi:={i, j} C &

Nem, ugyanis pl. i + j nincs benne Hj-ben.

b.) Hy:={v €& v u, uecé& rogzitett}
Legyen v, és v, két tetszGleges vektor a Hy-ben. Ekkor v, || u és v, || u. Egy egyenesbe

esé vektorok Gsszege is ugyanabban az egyenesben van. Igy

vy + 0, || u, azaz v, + v, € Ha.
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Legyen tovabba A € IR tetsz6leges. Ekkor A - v || v és v || w (hiszen v € Hs), kivetkezés-

képpen A -v || u, azaz A - v € Hy. Tehat a Hy halmazra mar igaz 1. és 2.

Ha egy V vektorhalmazra igaz 1. és 2., akkor vektortérnek nevezziik.
Azt mondjuk, hogy a vektortér dimenzidja n, ha talalhaté benne n darab vektorbdél allo

linearisan fiiggetlen rendszer, n+1 darabbdl 4ll6 azonban mar nem.

Pl. dim& = 2, ugyanis a sikon két nem egy egyenesbe esé vektor fliggetlen rend-
szert alkot, hdrom egy sikba esG vektor azonban mér Gsszefiiggs. Hasonléan belathato:
dlIIlH2 = ]_, d1m53 = 3.

Kérdés: Tudunk-e egy vektortérben olyan elemeket taldlni, amelyek linearis kombinacioi
kiadjak a teljes vektorteret? Az ilyen elemek halmazat a vektortér generdlorendszerének

nevezzik.

Feladatok. A megadott V' vektortereknek generalorendszerei-e az alabbi U halmazok?

V = H,

a.) U ={a}, ahol a € Hy, a # 0 tetsz. igen

b.) U ={a,b}, ahol a,b € Hy tetsz. igen

V=&

a.) U ={a}, ahol a € &, a # 0 tetsz. nem

b.) U = {a,b}, ahol a,b € &, altb igen
) U ={a,b}, ahol a,b € &, a |l b nem
)

U ={a,b,c}, ahol a,b,c € &, és a,b,c paronként hegyesszoget zar be igen

C.
d.

Latszik: sokféle generalorendszer megadhato. De ezek kiilénbozhetnek abban, hogy be-
16liik hogyan allithatok el a vektortér elemei! Hasonlitsuk Gssze az 1./a.) és b.) példat.
Hogyan &llithato el6 pl. a ¢ = 2a vektor az a.) és a b.) generalorendszer segitségével?
a.) ¢ = 2a az egyetlen elGallitas

b.) Legyen b = —a. Ekkor végtelen sok lehetGség van:
c=2a+0b=3a+ 1b=4a+ 2b stb.

El6nyos, ha az elGéallitas egyértelmd. Ezért vezetjiik be a kov. definiciot: Egy genera-
lorendszert béazisnak neveziink, ha linearisan fiiggetlen. (Belathato: annyi eleme van,
amennyi a vektortér dimenzioja.) A bazis elemeibdl a vektortér minden eleme egyértel-

mitien allithato el6. Ennek szemléltetésére tekintsiink még egy példat:



Legyen V' az & vektortér. Tekintsiik azt az a vektort, amely az elsé siknegyedben van,
és az X és y-tengelyre esé vetiilete 3 ill. 2 hossziisagi. Az E-ben az {i, j} halmaz bazis.
Vilégos, hogy a el6all 3i +2j alakban. Gondoljuk meg, hogy miért nem lehet més elGalli-
tas! Tegyiik fel, hogy az a az i+ apj alakban is felirhato, ahol oy # 3 és ap # 2. Ekkor

egyszerre fennallna a kovetkezs két egyenldség:

a=3i+2j,

a= a1+ ay)
Vonjuk ki az els§ egyenletbdl a masodikat:

0=0B—-a1)i+ (2—a2)j.

A jobb oldalon az i és a j vektorok lineéris kombinécioja van. Mivel i és j linedrisan
fliggetlen rendszert alkot, ezért linearis kombinécidjuk csak akkor adhatja a nullvektort,

ha mindkét vektor egyiitthatoja nulla, azaz
3—a; =0 és 2—ay=0.

Ez viszont azt jelenti, hogy a; = 3 és ay = 2, azaz ellentmondésba keriiltiink azzal a
feltevéssel, hogy a; # 3 és ay # 2. Igy tehat nincs mas elGallitas. A fentiekbsl lathato,
hogy ez a tény a béaziselemek linearis fiiggetlenségének a kévetkezménye.

Altalaban is alkalmazhato a fenti gondolatmenet, és igy konnyen belathato, hogy ha
{b;, by} bazis E-ben, akkor barmely v € & vektor egyértelmten allithato el6 b, és by
linearis kombindciojaként. (Az E-ben leggyakrabban a fenti {7,j} bazist hasznaljuk, de
végtelen sok bézis létezik.)

Miért jo az egyértelmi elGallitas? Mivel minden egyes v € & vektort csak egyfélekép-
pen lehet az a1b; + asb, alakban felirni, ezért a v vektort egyértelmiien azonositja az oy és
ae szam. Mivel nem mindegy, hogy ezek koziil melyik a b, és melyik a b, egyiitthatoja,
ezért a két szamot rendezett szdmpéarként (IR?-beli elem) adjuk meg: mindig el6re rjuk
az els6 baziselem (b)) és hatra a masodik baziselem (by) szorzojat. Igy pl. az a = 3i+ 2j
vektort egyértelmiien megadhatjuk a (3,2) szamparral. Az oy és oy szamot a vektornak az
adott bazisra vonatkoz6 koordinatainak, az a1, és asb, vektorokat pedig a vektor kom-
ponenseinek (vektorosszetevsinek) nevezziik. A koordinatak és a komponensek fiiggnek
a bézistol, de adott bazisban egyértelmiek.

Tekintsiik pl. az a = 3i + 2j vektort az {i, b} béazisban, ahol legyen most b = —j. Ekkor

a = 31 — 2b, azaz az a vektorhoz ebben a béazisban a (3, —2) szampart rendeljiik hozzé.



