10. gyakorlat

Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

Azt mondjuk, hogy az A € M, matrixnak a A € IR szam a sajatértéke, ha létezik olyan
z € R", z # 0 vektor, amelyre Az = Azx. Ekkor az x vektort az A matrix A\ szdmhoz
tartozo sajatvektoranak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a sajatérték komplex szam is lehet, és a sajatvektorok is lehetnek
komplex elemii vektorok. Ebben a fejezetben azonban mi csak valos sajatértékekkel fo-

gunk foglalkozni, és mindig csak valés elemi sajatvektorokat keresiink.
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matrix minden vektort a kétszeresére nyujt. Azaz A-nak sajatértéke a 2, és sajatvektora

Pl 1. Az

minden IR%-beli nemnulla vektor.

2. Hatéarozzuk meg az

matrix sajatértékeit és sajatvektorait!
Megoldds: \ sajatérték < létezik x # 0, amelyre Az = Az.
Az Ax = Az egyenlet masképpen tgy is irhat6: Az — Az = 0. A bal oldalon z kiemelhetd
a kovetkezGképpen:
(A= Az =0,

ahol [ jeloli a 2 x 2-es identitasméatrixot. Ez az egyenlet egy homogén (azaz 0 jobb oldala)
linearis egyenletrendszert jelent az z sajatvektorra.

Osszegezve: a A szam pontosan akkor sajatértéke az A métrixnak, ha az (A — M)z = 0
homogén linearis egyenletrendszernek létezik x # 0 megoldésa.

Megj.:

e A Kronecker-Capelli-tételbdl kovetkezik, hogy egy Bx = 0 homogén linearis egyen-

letrendszernek mindig van megoldasa.
e Vilagos, hogy mindig megoldasa az x = 0 (trivialis megoldas).
e Ha |B| # 0, akkor a megoldas egyértelmi (azaz csak a trivialis megoldas van).

e Ha |B| = 0, akkor végtelen sok megoldas van (azaz csak ekkor van nemtrivialis

megoldas).



Benniinket az utolso eset érdekel: az (A — AI)x = 0 egyenletrendszernek pontosan akkor
van z # 0 megoldasa, amikor |[A — AI| = 0. A kérdés tehat az, hogy milyen \ esetén lesz
|A— M| =0.

A példaban

Ennek determinénsa:

T—A =2

A~ M| =
4 1A

=(7T—=XN)(1 =X +8=\—8\+15.

Azt keressiik, hogy ez milyen A értékekre 0, azaz meg kell oldani a
N —8A+15=0

masodfokt egyenletet. A megoldoképletbdl:

+ 64 —
)\ngw#)\l:& Ay = 3.

Ezek tehat a keresett sajatértékek. Most ratériink a hozzajuk tartozo6 sajatvektorok meg-
hatarozasara.

A )\ = 5-hoz tartozo sajatvektorok meghatarozasa: u sajatvektor, ha Au = A\u, azaz
(A—XIDu = 0. Ez egy homogén linearis egyenletrendszer, amelyben keressiik az isme-

retlen u vektor u; és us elemét. A megoldando egyenletrendszer tehat:

2U1—2U2 =0
duy —4duy = 0

A masodik egyenlet nem fiiggetlen az els6t6l. (Ennek igy is kell lennie, mert végtelen

sok megoldast kell kapnunk.) Minden olyan nemnulla (u;,us) szampar megoldas, amely

kielégiti az els6 egyenletet, azaz amelyre u; = uy. Igy az Gsszes megoldas

U= [p ] , p€IR, p#0 tetszsleges.
p

Ezzel megadtuk a Ay = 5-hoz tartoz6 sajatvektorokat. Ellen6rzésképpen:

Al



azaz az A matrix valoban 5-szorosére nytjtja a (p, p) alaka vektorokat.

Hasonloan szamithatok ki a Ao = 3-hoz tartozo v sajatvektorok. A megoldés:

V= [ 2q ] , q € R, q+#0 tetszbleges.
q

Vegyiik észre, hogy a sajatvektorrdl kikotottiik, hogy az nem lehet a nullvektor, de a
sajatérték lehet nulla: nevezetesen, ha |A| = 0 (hiszen ekkor A — A\I = A).

A tovabbiakban jelolje o(A) az A métrix sajatértékeinek a halmazat.

Egyes specilis matrixok sajatértékeit konnyd meghatarozni. Pl. legyen D € M, dia-

gonalis matrix, a f6atloban a dy,ds, ..., d, szdmokkal:
(d, 0 ... 0]
0 do O
D= ?
: 0
0O ... 0 d,
A D matrix jelolése roviden: diag[dy,ds, . .., d,]. Szamitsuk ki a sajatértékeit!

Egy A szam pontosan akkor sajatértéke D-nek, ha |D — A| = 0. A D — A\ maétrix a

kovetkezd diagonalmatrix lesz:

dy — A 0 0
0 dy—X 0
: 0
0 0 d,—A\

Ismeretes, hogy egy diagonalis matrix determininsa a f6atloban 1évé elemek szorzata,
azaz |D — M| = (dy — N)(dy — \) - -+ (d,, — N\). Ez a szorzat pedig \ kovetkezs értékeire
lesz nulla: A\y = dy, Ay = dy..., \, = d,,. Azaz D sajatértékei a f6atloban 1évé szamok:
o(D) ={dy,ds,...,d,}.

Mik lesznek a hozzajuk tartozo6 sajatvektorok, ha nincs két egyforma elem a féatloban?

A A\ = d; sajatértékhez tartozo sajatvektor olyan nemnulla u = (uy,ug, ..., u,) vektor,



amelyre Du = dju. Ez a kovetkezd egyenletrendszert jelenti:

diuy = diwy
douy = dyusy
dnun = dlun

Ez n darab fiiggetlen egyenlet a sajatvektor elemeire. Az els6 egyenletnek minden u; € IR
szam eleget tesz. A tObbi egyenlet megoldasa: uy, = 0, ug = 0,...,u, = 0. Azaz:
uy = p € R tetszoleges, u; = 0,1 =2,3,...,n. Igy a d; sajatértékhez tartozo sajatvektor
pl. az (1,0,...,0) € IR™ vektor.

Hasonlbéan, a \; sajatértékhez tartozo sajatvektorok azok a vektorok, amelyek i-edik eleme

tetszéleges, és a tobbi elemiik nulla.

Megjegyezziik, hogy a haromszdgmatrixokra is igaz, hogy sajatértékeik a féatloban 1éve

elemek.

Feladat. Tegyiik fel, hogy A € o(A). Mutassuk meg, hogy ekkor \? € o(A?)!
Megoldds: Legyen x egy A-hoz tartozd sajatvektora az A-nak. Ekkor

A%r = A(Az) = A(\z) = - Az = N
Mivel z # 0 (hiszen sajatvektora A-nak), ezért ez pontosan azt jelenti, hogy \? sajatértéke
A2-nek.
Matrixok spektralfelbontasa

Megmutathato, hogy ha az A € M,, matrixnak van n darab kiilonb6z6 sajatértéke, akkor
A felirhato
A=X" diag[/\17/\2, .. ,)\n] . X_l

alakban, ahol X oszlopaiban sorra az A matrix A, Ag, ..., A, sajatértékeihez tartozo sa-

jatvektorai vannak. Az A matrix ilyen alaku felirasat spektralfelbontasnak nevezziik.

7T =2
4 1
matrix spektralfelbontasat, ha lehet.
Megoldds: Lattuk, hogy A-nak van két kiilonb6z6 sajatértéke: A\ = 5 és Ay = 3. = A-nak

Pl. Adjuk meg a mar latott
A —

4



létezik spektralfelbontasa. Mindkét sajatértékhez keressiink egy-egy sajatvektort!

1. A1 = 5-hoz: Lattuk, hogy minden (p,p), p # 0 vektor sajatvektor. Legyen pl. u :=
(1,1). (Barmelyik sajatvektort valaszthatjuk.)

2. A = 3-hoz: Lattuk, hogy minden (q,2q) vektor sajatvektor. Legyen pl. v := (1,2).

i

Szamitsuk ki X inverzét Gauss—Jordan-eliminacitval:

111 0| |l 1] 10
1200 1 0 1{-11

2 -1
-1 1

Ezzel a keresett X méatrix:

10

L)-2)
0 1

Az X inverze tehéat:

Ezzel A spektralfelbontéasa:

A:

11 5 0 2 -1

1 2 0 3 -1 1

A spektralfelbontéas ismeretében egyszerd pl. az invertalas: az
A=X" diag[)\l,)\g,. . ,)\n] 'X_l

matrix inverze ugyanis

1 1 1
A:Xdlag {A—I,A—Z,,A—} 'Xﬁl.

Hasonl6an konnyen elvégezhet6 a hatvanyozas is:
A" = X -diag A}, A5, .., A - X

Négyzetes matrixoknak nemcsak hatvanyat, hanem tetsz6leges polinomidlis fiiggvényét is
vehetjiik. Ez azt jelenti, hogy a matrixot behelyettesitjiik a p(z) = a, 2" +a, 2" ' +.. .+
arw + ap fiiggvénybe. Pl. ha a p(x) = 222 + 3z + 1 polinomot vessziik az A € M, helyen,
akkor a p(A) = 2A4% + 3A + I méatrixot kapjuk. (Az 1-nek az I € M,, identitasmatrix felel



meg.) Ekkor is jol hasznalhato a spektralfelbontas:

p(A) =X- dlag [p()‘l)ap(/\Q)a te 7p()‘n)] ) X_l'



