5. gyakorlat
Linearis leképezések

Tekintsiik azt a valos fiiggvényt, amely minden szamhoz hozzarendeli az 6tszorosét!
fIR—1R, f(x)=b5x
Mit rendel hozzé ez a fiiggvény két szam Osszegéhez?
1,10 € R,  f(x1 4+ 22) = 5(x1 + x2) = by + dxe = f(21) + f(22)

Azaz két szam Osszegéhez a megfelels fliggvényértékek Osszegét rendeli.

Mit rendel egy szam A-szorosahoz?
reR,NeER, f(A-z)=5-(A-z)=X-bx=X\-f(x).

Azaz egy x szam A-szorosdhoz az x-beli fiiggvényérték \-szoroséat rendeli.
Ha egy f: IR — IR fliggvényre igaz a fenti két tulajdonsag minden x1, 25 € IR és minden

x, A € IR esetén, akkor f-et linearis fiiggvénynek nevezziik.

Linearisak-e a kovetkezd valos fiiggvények?

a.) f(x)=1Vr e R

Legyen 1,25 € IR. Ekkor f(z; 4+ x2) = 1, azonban f(x1) + f(z2) =1+1=2# 1. Azaz
az azonosan 1 fliggvény nem linearis.

b) f(z) = 2

Ez sem linearis, hiszen pl. f(21) = (22)% = 42% # 2 - f(x) = 222

c.) f(z) = sinx - szintén nem linearis, hiszen pl. sin(2 - 90°) = 0 # 2sin(90°) = 2

d.) f(x) =5x+2

flz1 4+ x2) = 5(x1 + x2) + 2 = by + by + 2, de f(x1) + f(xg) = bzy + 24 bxg + 2 =
b5x1 + 5xe + 4 # bxy + bagy + 2

Tehat ez sem linearis! Ezt a fliggvényt helyesen lineéris inhomogén fiiggvénynek nevezziik.

Tekintsiink most egy & — &, fliggvényt! Pl. minden sikvektorhoz rendeljiikk hozza a
¢ szoggel valo elforgatottjat. A geometriabol jol latszik, hogy ez a leképezés is Gsszeghez
Osszeget, skalarszoros vektorhoz skalarszorost rendel. Ez a leképezés a sikvektorok terében

egy bazis rogzitésével megfelel egy IR? — IR? fiiggvénynek.

A fenti két tulajdonsig vizsgéalatdnak barmilyen f : V; — V5 fliggvény esetén van ér-
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telme, ahol V; és V5 két vektortér. Egy f : V3 — Vs fliggvényt linearisnak neveziink, ha
egyszerre igaz ra a kovetkezd két tulajdonsag:

L. f(z1+x2) = fx1) + f(xg) V29 € V)

2. f(A-2) =X f(xr) VoeVi,AelR esetén.

Melyek a lineéris fliggvények?

e Belathato, hogy az R — IR fiiggvények korében csak az f(x) = a - z alaktuak
linearisak, ahol a € IR rogzitett szam. (Az vilagos az el6zéekbdl, hogy az ilyen
fiiggvény linearis, de az is konnyen meggondolhat6, hogy ha egy valos fiiggvény
lineéris, akkor csak ilyen alaki lehet. Ugyanis ha f linearis, akkor f(z) = f(1-x) =
f(1)-z=a-x, ahol a = f(1).)

e Az IR? — IR? fiiggvények mér szamparhoz szampart rendelnek:
(21, 22) = (Y1, 92)

ahol a képvektor y; és yo koordinataja is fligg altalaban x1-t6l és xo-t6l. Az ilyen

fiiggvények kozott csak azok linearisak, amelyekre a kovetkez§ igaz:
y1(zy, x9) = axy+bry  és  yo(wy,x9) = cxy+dry, ahol a,b, ¢, d rogzitett szamok,

vagyis a képtér vektorainak mindkét koordinataja az alappont koordinatainak li-
nearis kombinacioja, mégpedig mindegyik alappont esetén ugyanazokkal az egyiit-
thatokkal. Azaz egy f : IR? — IR? linearis leképezés négy darab szdimmal adhato

meg: a,b,c,d. Vegyiik észre, hogy ha ezeket a szdmokat egy 2 x 2-es matrixba

o

akkor az (z1, x5) vektor képét megkaphatjuk gy, hogy ezzel a matrixszal az (1, x9)

rendezziik a kovetkezé modon:

vektort mint oszlopmatrixot megszorozzuk (a matrixszorzas mult 6ran tanult szaba-

ML

Egy IR? — IR? linearis leképezés tehat nem mas, mint egy 2 x 2-es matrixszal valo

lya szerint):

axy + bxrs

cxry + dxs

SZOrzAas.



e Végiil altalaban, ha f : R" — IR™, azaz szam-n-esekhez szdm-m-eseket rendel:

(wlax% s 71'11) = (y1,y2, - ’ym)

akkor pontosan akkor lineéris, ha az yi, s, ...y, koordindtak mind linearis kom-

binéacioéi az xq, xs, ..., x, koordinataknak:
Yy = an + 199 4+ ...+ A1y
Yo = GQ21X1 + Q9% + ...+ G2, Ty
Y = am11 + AmaX2 t+ ...+ ATy

ahol a;j,i=1,2...,m,j = 1,2,...,n adott szamok. Vagyis az (y1,¥2,...Ym) vek-
tort ugy kapjuk meg, hogy az (1, x,...,x,) vektort mint oszlopmatrixot megszo-

rozzuk a kovetkez8 m x n-es matrixszal:

a1y a1 ... Qip
21 A29 ... QA9p
Am1 Am2 ... OOmn

P1. 1. Milyen linearis leképezést hataroznak meg a kovetkez6 matrixok?

e M ICEE R

a.) f:IR3— R? f(xy,22,73) = (321 + 2w9 + 13,471 + 629 + 273)
b.) f:IR? = R, f(z1,22) = (221 + 72)
c.) f: IR —1R? f(z)=(2z,x)

Pl. 2. Linearisak-e a kovetkezd fiiggvények?
a.) f:IR?2 - R? f(zxy,72) = (v1 + 72,71 — 7o) (igen)
b.) f:IR? = R?, f(x1,79) = (7179, 71 + 72) (nem)

Linearis leképezés matrixanak meghatarozasa

Ebben a részben azzal foglalkozunk, hogy hogyan lehet felirni egy lineéris leképezés

matrixat.



Pl. lattuk, hogy az adott ¢ szogi elforgatas £ — & lineéris leképezés. Ha E;-ben rog-
zitiink egy bézist, akkor minden sikvektornak egyértelmiien megfelel egy IR?-beli elem, igy
a forgatas megfelel egy IR? — IR? lineéris leképezésnek. Tegyiik fel, hogy végig a descartesi
bazisban dolgozunk, és irjuk fel a forgatas matrixat! Azaz: azt a 2 x 2-es matrixot keressiik,
amellyel ha megszorozzuk az elforgatandd vektor Descartes-koordinataibol allo szampart
mint oszlopmatrixot, akkor az elforgatott vektort szintén a descartesi koordinata-rendszerben

kapjuk meg. Megmutathato, hogy ez a méatrix (in. forgatasi matrix) a kovetkezd:

[ cos¢ —sing ]

sing  cos ¢

Vegyiik észre, hogy a forgatasi matrix elsé oszlopaba éppen az i elforgatottja, a masodik

oszlopaba pedig a j elforgatottja keriilt, a descartesi koordindta-rendszerben felirva.

0 —1
Aggo =
N

Igy pl. a (2,1) = 2i + J vektor elforgatottjat igy szamolhatjuk ki:

Hin

tehat az a —i + 27 vektor lesz.

Ha pl. ¢ = 90° akkor a matrix

Altalaban, ha az alapvektorokat a B; bazisban adjuk meg, és a képiiket a B, bazisban
szeretnénk megkapni, akkor a leképezés matrixanak i-edik oszlopaba a B i-edik eleme

képének a By bazisbeli koordinatait kell irni.

Példak

1. Az z-tengelyre valo tiikrozés is £ — & linearis leképezés. Irjuk fel a matrixat, ha
a.) By ={i,j} és Bo={i,j};
b.) By ={i,j} és By = {—i,—j}
Megoldas:

a.) Az i képe i, a j képe —j, azaz a descartesi koordinata-rendszerben (1,0) ill.

10
A = [0 —1]

b.) Az i és a j képét most a B, béazisban kell megadni. Milyen egyiitthatokkal ll

(0,—1), igy a méatrix



el6 az i a —i és —j vektorbol?
i=ap- (=) +ag-(=j) = ar=-1, a =0
Es milyen egyiitthatokkal a — J ugyancsak a —i és —j vektorbol?

—Jj =0 (=) + 5 (=)= 0=0, 0=1

-1 0
A —
Bi1,B2 [ 01 ]

El6fordul, hogy egymas utan tobb leképezést is alkalmazunk egy vektorra, azaz linearis

Ebbdl a keresett matrix:

c stz

nearis leképezés lesz, tehat megfelel neki egy matrix. Nézziik meg pl. az egymaés utéani 90
és —90 fokos elforgatds méatrixat!
Elgszor elforgatjuk az x = (z1,x9) vektort 90 fokkal. Ez azt jelenti, hogy megszorozzuk

az Agpe matrixszal, és igy megkapjuk a képét, amit jeloljiink y-nal.
Y= Agpox

Most az y vektort forgatjuk el —90 fokkal, azaz y-t megszorozzuk az A_gpo métrixszal.
Az eredmény:

z = A—goog = A_ggo(Agpox)

Mivel a métrixszorzas asszociativ, ezért ez masképpen (A_ggo Aggo)z. Vagyis az egymaés
utani 90 és -90 fokos leképezés kompozicidja a -90 és 90 fokos leképezés matrixédnak a

szorzata. Vigyazzunk a sorrendre: az a méatrix all elol, amelyet utolsonak alkalmazunk.



