6. gyakorlat

A matrix rangja

Az A € M,,, nemnulla métrix rangjan az egymassal linearisan fiiggetlen rendszert alkoto
sorvektorainak (vagy oszlopvektorainak) maximaélis szamat értjiik. (Belathato, hogy ez a
két szam megegyezik.) Ha A = 0 (nullméatrix), akkor a rangja 0. A rang jellése: p(A).

A definiciobél kovetkezik, hogy egy matrixnak nem lehet nagyobb a rangja, mint
ahény sora, és mint ahany oszlopa van. Egy 2 x 3-as métrixnak példaul legfeljebb 2 lehet
a rangja, egy 5 x 3-asnak legfeljebb 3, és egy n x n-esnek legfeljebb n.

Pl. mennyi a rangja a kévetkezd méatrixoknak?

1 00 1 00 110
A=1010 B=110 01 C =
0 01
001 000

Az A matrix harom sorvektora linearisan fiiggetlen rendszert alkot, ezért p(A) =3. A B
méatrixban a harom sorvektor Osszefiiggs, ezért a rang csak 3-nal kisebb lehet. Az (1,0,0)
és a (0,0,1) sorvektor linearisan fiiggetlen, ezért a rang 2. A C' matrix rangja nem lehet
2-nél nagyobb. A két sorvektora azonban linearisan fiiggetlen, igy a rangja 2. (Az osz-

lopvektorokat vizsgélva is ugyanerre az eredményre jutunk.)

A rangot a legtobb esetben nehéz a fenti definicié alapjan kiszdmitani. Ezért hasznos

a kovetkez§ tétel.

Matrixok rangszamtétele: Az A € M,,, méatrixban a legmagasabb rendid nemnulla

aldeterminans rendje egyenl6 az A rangjaval.

A fenti B matrixban pl. lehet taldlni 2 x 2-es nemnulla aldeterminanst: a 2. oszlop

és a 3. sor elhagyasaval:
10

=140,
01 7

azonban harmadrendit nem, mert a matrix egyetlen harmadrendid aldetermindnsa maga
az A determinansa, ez pedig nulla (hiszen van csupa nulla sora). Igy a B matrix rangja

a rangszamtétel alapjan is 2-nek adodik.
Kov.: Ha egy n X n-es matrixnak nemnulla a determinénsa, akkor a rangja n.

Egy métrix Osszes aldeterminansit sok esetben nehéz volna kiszdmitani. Szerencsére
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belathato, hogy ha a matrixban taladltunk egy r-edrend nemnulla aldeterminanst, és az
ezt tartalmazo6 r + l-edrendi aldetermindnsok mind nulldk, akkor a rang . Nem kell
tehat az Osszes magasabbrendid determinanst kiszamitani. Ezért a rang kiszamitasakor

az alacsonyabb rendii aldeterminansoktol a magasabbak felé haladunk.

Pl. Szamitsuk ki a

1 0 4 3
-2 1 21
B =
-1 1 6 4
-3 2 8 5

matrix rangjat!
Megoldas: Induljunk el pl. a bal fels6 sarokbol. A bal fels6 2 x 2-es aldeterminéans
10

=1+#0,

| -2 1 7

azaz a rang legalabb 2. Most ratérhetiink a 3 x 3-as aldeterminansok vizsgélatara. A
fentiek érelmében azonban csak azokkal kell foglalkoznunk, amelyek tartalmazzak a fenti
2 x 2-es blokkot. Ha valamelyik nem nullanak adodik, akkor a rang legaldbb 3, és ki kell
szamitanunk az egyetlen 4 x 4-es aldeterminanst (azaz magat a determinanst). Ha mind-

egyik nulla, akkor megallhatunk, és a rang 2. A szoban forgd 3 x 3-as aldeterminansok:

1 0 4 10 3 1 0 4 10 3
-2 1 2 -2 11 -2 1 2 -2 1
-1 16 -1 1 4 -3 2 8 -3 2 5

Mindegyik értéke 0, ezért p(B) = 2.

A matrix rangjat felhasznalhatjuk arra, hogy segitségével eldontsiik egy vektorhalmaz-
r6l, hogy linedrisan fiiggetlen vagy OsszefiiggG-e. Pl. linearisan fiiggetlen-e a kovetkezs
vektorrendszer?

{(-2,4,5,0),(1,7,1,2),(1,25,8,6) }

Rendezziik 6ket matrixba, és vizsgaljuk meg a rangjat!

-2 4 50
A= 1 71 2
1 25 8 6



Ha az deriil ki, hogy A rangja 3, akkor a vektorok fiiggetlenek, ha 3-nal kisebb, akkor
pedig osszefiiggbek. Induljunk el megint pl. a bal fels6 sarokbol:

=18 £0= p(A) > 2.

-2 4
17

Ezt tartalmazo 3 x 3-as aldeterminéns ketts van. Az elsé:

-2 4 5
1 7 1|=0.
1 25 8

Mivel ez nulla, meg kell vizsgalni a masikat is:

-2 40
1 7 2|=0.
1 25 6

Vagyis a rang 2. Igy a harom vektor linearisan ésszefiigg volt.

Linearis algebrai egyenletrendszerek

Linearis algebrai egyenletrendszernek nevezziik az

a;1xry + a2 + ... +a,Ty, = b1

a1 + A0%s + ... + agux, = by

511 + Ag2To + ... + Qgpxp, = by
alaku egyenletrendszereket, ahol a;; (1 =1,...,s,7=1,...,n),b1,bs...,bs adott szamok,
és keressiik az x1, zo, ..., x, ismeretlenek értékét.

Pl. egy két egyenletbdl 4ll6 (s = 2) kétismeretlenes (n = 2) egyenletrendszer a kivetkezs:

T+ Ty = 3

21‘1 +2ZL’2 = 5

A tovabbiakban gyakran alkalmazzuk az egyenletrendszer roviditett jelolésmodjat. Ve-



gyiik észre, hogy az el6bbi egyenletrendszer az

11 3
2 2 5)
jelolések bevezetésével felirhato

Ar =10

alakban, ahol az z az ismeretlenek (x1, z2)T oszlopvektorat jeléli. Az A matrixot az egyen-
letrendszer egyiitthatomatrixanak, a b vektort a szabad tagok oszlopvektoranak nevezziik.

Mindazon x vektorokat keressiik, amelyek kielégitik az Ax = b egyenletet.

Pl. 1. Mely egyenletrendszernek felel meg az Ax = b egyenlet, ha
1 4
A= s és b= s ?
01 2 0

3I1+J}2+4$3 = 3

Megoldas:

) —|— 2[E3 = 0
2. Irjuk fel az
To = 2
T1+ Ty = 3

egyenletrendszer egyiitthatomatrixat!
Megoldas:



