9. gyakorlat

Linearis egyenletrendszerek megoldasi modszerei folyt.

Néhany kiegészités a Gauss- és a Gauss—Jordan-eliminaciéhoz

1. Mindkét eliminaciés modszer miiveletigénye sokkal kisebb, mint a Cramer-szabalyé:
egy n-ismeretlenes egyenletrendszernél a Gauss-eliminéci6 sordn hozzavetslegesen n?/3, a

Gauss—Jordan-eliminacional n?/2 darab szorzast (vagy osztést) kell elvégezni.

2. A Gauss-eliminéciot idénként az un. fGelem-kivalasztas modszerével kombinaljuk.
Lathattuk, hogy a szabélyos Gauss-eliminacios algoritmus soran az aktualis tablazat i-
edik oszlopaban altalanos esetben tigy tudjuk nullara transzforméalni az a;; alatti elemeket,
hogy az i-edik sort elGszor elosztjuk a;-vel, majd az igy kapott sor megfelel§ szamszorosat
kivonjuk vagy hozzaadjuk a lejjebb 1év6 sorokhoz. Mivel kis szammal valo osztasnal nagy
lehet a kerekitési hiba hatasa, ezért kedvezé6tlen, ha az a;; elem kis abszolut értéki. Ennek
elkeriilésére szolgal a fGelem-kivalasztés.

A részleges f6elem-kivalasztas soran megvizsgaljuk, hogy az adott oszlopban a
featlo alatt van-e a féatlobeli elemnél nagyobb abszolut értékid szam, és ha igen, akkor
sorcserével a féatloba hozzuk.

Alabb lathatunk egy példat részleges fGelem-kivalasztasra. Miel6tt nullara transzfor-
malnank a 2. oszlopban 1év6 elemeket a f6atlo alatt, felcseréljiik a 2. és a 3. sort.

Ezzel a f6atloba keriil az oszlop legnagyobb abszolut értéki f6atlo alatti eleme.

2 3 6 2 7 2 36 2 7
015 4 1 0 5 5 10|15
0 5 5 10|-15 - 015 4 1
03 2 5| -9 03 2 5| -9

Még jobban csokkenthet a szamitasi hiba a teljes f6elem-kivalasztassal. Ilyenkor a
tablazatnak a féatlobeli elembdl jobbra és lefelé kiindulo legnagyobb négyzetes blokkja-
ban keressiik a legnagyobb abszolut értéki elemet (fGelem). Ennek f6atloba hozasahoz
esetleg sor- és oszlopcserét is végre kell hajtanunk. Az utébbinal arra kell vigyazni, hogy
megvaltozik az oszlopok szamozésa. (Pl. ha a 4. oszlopot athozzuk a 2. oszlopba, akkor
onnanto6l kezdve a 2. oszlop az x, ismeretlen egyiitthatoit fogja tartalmazni!)

Alabb lathatunk egy példat teljes f6elem-kivalasztasra. Megkeressiik a legnagyobb ab-
szolut értéki elemet a vastagon szedett blokkban. Ezt tgy hozhatjuk a f6atloba, hogy

felcseréljiik a 2. és a 3. sort, majd a 2. és a 4. oszlopot. Mostantol a 2. oszlop tartalmazza



az x4 egyltthatoit, és a 4. oszlop az xy egyiitthatoit.

2 3 6 2 7 2 3 6 2 7 2 26 3 7
015 4 1 0 5 5 10| —-15 0 10 5 5| —15
— —

0 5 5 10| —15 015 4 1 0 4 5 1 1
03 2 5| =9 03 2 5| -9 0 5 2 3| -9

Pontos szamolasnal a fGelem-kivalasztasnak természetesen nincs jelentGsége.

3. Felbontasi (faktorizacios) eljarasok

Faktorizaciorol akkor beszéliink, ha egy métrixot két matrix szorzatara bontunk. Tegyiik

fel, hogy az egyenletrendszer A € R™*" egyiitthatomatrixa felirhato
A=B-C, B,CeR"™

alakban. Ekkor az Ax = b egyenletrendszer masképpen (B - C)z = b, azaz B(Cz) = b.

Jelolje a Cx szorzatot y. Igy az Az = b egyenletrendszer megoldésa ekvivalens a

By =1
és a

Czx=y

egyenletrendszer egymés utdni megoldasaval.
Nyilvanvaléan ennek csak akkor van értelme, ha a két rendszert konnyebb megoldani,
mint az eredeti egyenletrendszert, azaz ha B és C ,,j6 struktirajua” matrixok. Ez a hely-
zet példaul, ha haromszogmatrixokrol van szo. Kiilonosen akkor elényos faktorizacios
modszert alkalmazni, ha ugyanazon egyiitthatématrixszal, de kiilonb6z6 alkalmakkor,
kilénbo6zs jobb oldalakkal is meg akarjuk oldani az egyenletrendszert. Az eljaras legs-
zamitasigényesebb része ugyanis a felbontéas (B és C kiszamitasa), amit ha egyszer mar
kiszamitottunk és elraktaroztunk, akkor barmikor felhasznalhatjuk. (A B és C' matrix
ismeretében a fenti két egyenletrendszer mar kénnyen megoldhato.)

A kovetkezdkben két konkrét faktorizacios modszert ismertetiink.

1. LU-felbontas. Ennek a felbontasi modszernek az a lényege, hogy az A matrixot
L - U alakban irjuk fel, ahol L a féatloban egyeseket tartalmazé alsbharomszog-méatrix,

U pedig fels6haromszog-matrix (a f6atloban nem feltétleniil egyesekkel). Ekkor a me-



goldand6 egyenletrendszerek:

~
S
I

1S

és
Uz =y.

Az L és U meghatarozasahoz jelolje a két matrix kiszamitando elemeit ;; ill. u;;. Annak

kell teljesiilnie, hogy a matrixszorzast elvégezve az A métrixot kapjuk, azaz fennalljon a

ai; a2 ... QAip 1 0 ... 0 U1 U2 ... Uip
21 Q22 ... Q9pn 121 1 ... 0 0 U229 ... Up
Ap1 Ap2 ... QApp lnl lng o1 0 0 oo Upp

méatrixegyenlGség. A bal oldalon elvégezziik a szorzast, és az elemeket egyenlévé tessziik

az A matrix megfelels elemeivel.

Példa. Oldjuk meg LU-felbontassal a

2331 +x9 +x3
T —|—3l‘2 —|—2£L'3 =
T +2[E2 +2I3 =

egyenletrendszert.

Megoldas: ElGszor meghatarozzuk az

2 11
A=11 3 2
1 2 2
egyltthatomatrix LU-felbontasat. Az
2 11 1 0 O Urr Uiz U3
1 3 2 - 121 1 0 0 Uo2 U223
1 2 2 l31 l32 1 0 0 Us3

egyenlGségnek kell fennallnia. A szorzatmaétrix elsé oszlopat az A els6 oszlopéaval Gsszeha-
sonlitva az

up = 2,

loyupy = 1, azaz Iy = 5;



[31u11 = 1, vagyis I3 = 5

Osszefiiggések adodnak. A masodik oszlopaik Osszehasonlitésabol
U2 =1,

1 5
l21U12+U22 :3, azaz U2 =3 - 5 1= 5,

2 1 3
l +1 =2 is lago==-(1—=-1) ==
31U12 32U22 , Vagyls (32 5 ( 5 ) 5

és végiil a harmadik oszlopaik 6sszehasonlitasabol azonnal adodik, hogy
Uiz = 17
o 3
lglulg + U3z = 27 amibdl U923 = 5,

. 3
l31u13 + l32u93 + U3z = 2, vagyis us3 = 5

A keresett tényezdsk tehat

10 11
L=1]11 s U=]|0 32 2
1 3 3
35 00 3

Az Ly = b egyenletrendszer a kovetkezo:

hn =
S e

U1 +§y2 TY3

Az els6, a masodik és a harmadik egyenletbdl

=4 y=4 ?/3_2-
Végiil az Uz =y, azaz a
211 +@ +x3 4
—l—%xz +%x3 = 4
+%$3 = %



egyenletrendszer megoldésa az utolsé egyenletbdl kiindulva:

ZE3:1, Zlfg:]_, ZE1:1.

2. Cholesky-felbontas. Ez a modszer akkor hasznalhatod, ha A szimmetrikus, pozitiv

definit matrix. A pozitiv definitség azt jelenti, hogy az (Ax) - x skaléris szorzat semmilyen

x vektorra nem negativ, és csak akkor nulla, ha x = 0. Egy szimmetrikus matrix pozitiv

definit, ha az Osszes bal fels6 sarokaldeterminansa pozitiv. Ilyenkor A felirhaté L - LT

alakban, ahol L als6hédromszog-matrix. Ekkor a megoldandé egyenletrendszerek:

Ly=5b
és
LTg:g
Pl. Adjuk meg az
9 6 3
A=16 5 3
3 36

matrix Cholesky-felbontéasat! Oldjuk meg az Az = b egyenletrendszert, ahol b = (1,1,1)7.

Megoldas: A

9 6 3 lii, 0 O by o s
6 5 3 == l21 l22 0 0 l22 l32
3 3 6 I31 l3n 33 0 0 33

matrixegyenlGségbdl:

2, =9—1; =3 (-3is valaszthato)
lalihn =6 =11 =2, Ilnlhi=3 =15 =1
3, +13,=5 =15,=1 =lyp =1 (vagy -1)

l31lor + lg2leo =3 = l32 =1

B4+, +132,=6 =12, =4 = I35 =2 (vagy -2)

Tehat
300 3 21
L=]210 6s LT=10 11
112 00 2



L. lépés: Megoldjuk az Ly = b egyenletrendszert:

3y1 =1
2y1 + =1 =y = L _1 _1
Y1 Y2 = y1—37y2—3,y3—6
Y1ty H2ys = 1
2. 1épés: Megoldjuk az LTz = y egyenletrendszert:
3v1 +219 +a3 = %
1 2 3 ? _ B 1 B 1 B 1
T2  +T3 3 T3 = 12’ T2 = 1’ Ty = 12
21’3 = %



