4. gyakorlé feladatsor

Megoldasok
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2. Nem igaz, ugyanis pl. legyen

Azll 1] N B:[Q 2]
11 2 9

matrixok kommutalnak. Minden matrix kommutal pl. a vele azonos méreti identitasmat-

0 1 2
5=
0 0 0 0

matrixok koziil egyik sem nulla, a szorzatuk mégis a 2 X 2-es nullmatrix.
01
00|

6. a.) Fejtsiik ki a bal oldali kifejezést:

rixszal és nullmatrixszal.

4. Nem igaz, mert pl. az

A:

5. Nem, legyen pl. A =

(A+B?=(A+B) (A+B)=A-A+B-A+A-B+B-B

A jobb oldali els6 tag A%, az utolsd B?. A kérdés tehat mar csak az: vajon barmely két
négyzetes matrixra igaz-e, hogy 2AB = AB+BA, azaz AB = BA? Nem, mert lattuk, hogy
a szorzas nem kommutativ a matrixok kérében. Természetesen kommutalé matrixokra igaz
az Osszefiiggés.

b.) Szintén csak kommutalé matrixokra igaz.

c.) Igaz, mert az identitasmatrix minden matrixszal kommutal, és 12 = I.

7. a.) Szamitsuk ki el@szor n = 2-re és n = 3-ra:

EHE B b
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_ 1 1]" [1n
Sejtés: =
oa] =t

Igazoljuk teljes indukcioval!
Azt lattuk, hogy az allitis n = 2-re és n = 3-ra igaz. Mutassuk meg, hogy ha n-re igaz,
akkor n + 1-re is!

IR RN

b.) A hatvany n = 2-re:

cos¢p —sing ? B cos’p —sin?¢p  —2sin¢cosd | cos2¢ —sin2¢
sing cos¢ B 2singcos¢  —sin’ ¢ + cos? ¢ | sin 2¢  cos2¢

Sejtés: lcow _Siwr:

sing cos¢

cosng —sinng ]

sinng  cosng

Igazoljuk teljes indukciéval! Az 4llitds n = 2-re igaz. Mutassuk meg, hogy ha igaz n-

re, akkor n + 1-re is.

[cosgb —sin¢]n+1_[cosg{> —singb]n[cosqb —sinqb]

sing cos¢ sing cos¢ sing cos¢

?

| cosng —sinng cos¢ —sing | | cos(n+1)¢ —sin(n+1)¢
- | sin(n+1)¢  cos(n+1)¢

sinng  cosng sing cos¢

Belatandé tehat a kdvetkezs négy egyenléség:

cos ng cos ¢ — sinngsin ¢ = cos(n + 1)

—cosngsing —sinngcosd = —sin(n + 1)¢

sin ng cos ¢ + cosng sin ¢ = sin(n + 1)¢

—sinngsin ¢ + cos ng cos ¢ = cos(n + 1)é

Mindegyik a kozépiskolaban tanult addiciés tételekbdl kdvetkezik.

. Vilagos, hogy az egyenlGség fennall. Belatand6 még, hogy Ay, szimmetrikus, és A, anti-

szimmetrikus. Az Ag, matrix i-edik soranak j-edik eleme:
1 . 1
[Aselij = [5(A+ AV = 5(aij + aji)
A j-edik sor i-edik eleme:
1 . 1
[Aselji = [5(A+ AN = S (agi + aig),

ami megegyezik az elézével. Tehat Ag, szimmetrikus.



Az A, métrix i-edik soranak j-edik eleme:
1 1
[Aalij = [5(A - ANy = 5 @i — aji)
A j-edik sor i-edik eleme:
1 1
[Aalji = [5(A = ADji = 5 (aji — aig),

ami az el6z6 kifejezés (-1)-szerese. Tehat A, antiszimmetrikus.

A példaban

. . 3 18 3.2 =2 3 3

— Ty — 3
Ay = 5(A+ A7) =5 2 -1 6+ 1 -1 =3 ))=)5 1
-2 -3 0 8 6 0 3 3
318 3.2 -2 0 —3

Ay=ta—ary =t = 1
a=gA-AT) =3 2 -1 6|—|1 -1 =3|]|=]3 o
-2 -3 0 8 6 0 -5 -7

Ellenérizhets, hogy ezek 6sszege valoban az A matrixot adja.
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