Konkrét veges differencia sémak

Szépszo Gabriella
szepszo.qg@met.hu

Eldadasok: http://nimbus.elte.hu/~numelo




Térbeli véges differencia sémak

Derivaltak formalis helyettesitése

Hatarozatlan egyutthatok modszere



Derivaltak formalis helyettesitése

Példa 1.):
Luzdu > u:Q—>R"eB,
dx
Q={a<x<b}
B, =C,(a,b)

Q, ={x:x, =a+i-h,0<i<n h=(b-a)/n|
Pu=u,=u(x) vxeQ,, P:Q->Q, u(x)



Derivaltak formalis helyettesitése

> jobb oldali séma

5 bal oldali sema

—> kOzépponti séma



Derivaltak formalis helyettesitése

Approximacios rend vizsgalata Taylor-sorokkal:

P,nu — N P, f
Up, LU, ~2.
L
B h L fh B
Vh P

Lokalis approximacios rend (adott pontban) :

W (%) = Lyuy (x) = (Lu ), (x).

A lokalis approximacios rend a-c.) esetén 1, d.)-nél pedig 2.




Derivaltak formalis helyettesitése

Példa 2.) :
2 2
Lu:Au:gle+gyL2J u(x,y)eC,(Q),Q={a<x<bc<y<d}
Q, :{(a+i-hx,c+k-hy),h:(hx,hy),hx :'O‘n"",hy =dm‘°}

Agu, =AU+ AU

Au=u_ =
XX 2
hX
Ui —2U; U5
Ayu =U,, = .




Hatarozatlan egyutthatok modszere

X, € Q, , ebben a pontban
q
LUy (X)) =D 3y -u(x,) L
k=0
egyutthatok sémaban szerepl6 racspontok:

X, =X +a,-h k=1.qg

Egyutthatok meghatarozasa - megkoveteljuk a lokalis
approximacios rendet (mas feltételek is tehet6k):

LUy ()~ Lu(x) = 3 a, -u(x,) — Lu(x,) = o(h™)



Hatarozatlan egyutthatok modszere

Példa: alkossunk negyedrendd kozelitést /°(x)-re a j-edik racspontban
a kornyez6 pontok felhasznalasaval!

Kezdés:

cfi=K-fia+1-fing+m-fiog +n- fipo




ldébeli derivaltak kozelitése

(du
—+ f(u,t)=0
7 f(u,t)

u(ty) = u,

N\

> kezdeti-érték probléma

u(t)=? > u,,, =u, — J..f(u,t)dt

\ J
Y

ezt kozelitjuk




Explicit Euler

|. Euler-modszer:

Up,q =U,— f(uy,t,)-At (1) —> elsdrendl explicit sema
du _ Unig — Uy
dt At

Stabilitas-vizsgalat:
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Emlékeztetd: stabilitas

Stabilitas: a véges differencia séma belsé tulajdonsaga.

A numerikus megoldas korlatossagat szoktak megkovetelni —
altalanosan a folytonos feladat megoldasa nem korlatos.

Definicio: a numerikus séma hibaja rogzitett At és Ax esetén korlatos
marad az idoben

&, az n-edik idolépcsoben keletkezd hiba
én+1 _.5

n
\> g: attérési egyutthato
Kovetelmény: €| <ley| = |9/<1 —— 1 dimenzitban

Tobb dimenzioban g helyett egy matrix all és ennek sajatértékeinek

kell (abszolutértékben) 1-nél nem nagyobbnak lenni: |ﬂi| <1 i=1N.
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Explicit Euler

gzl—Z—L At g|<1

n

1.) a > 00— stabilitas i feltétel ; At < 2
ou ot
ou|,
61: g>1 . T
2.) o < 0—=>Instabilitas
u

3.)u komplexert ekl fgv. (2 csatolt egyenlet)
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Explicit Euler

Példa: 1.) Radioaktiv bomlas (de lehetne surlédasi feladat)

%-I—E:O
1dt 7
| u(0)=1
t
. — o 1 e
Megoldas :u(t)=¢e * — | == o stabilidsifelétel 1 At<2r
ul,

. - °X 2 sz .,
2.) Harmonikus oszcilldtor: —+®“-x=0  x:kiteres, o sajatirekv .

dt
%—O)'V:O
< dt
ﬂ+a)-X=O
_dt
u:x+iv:ﬂ+iuw:0—>g:1—ia)At—>|g|>1 Instabil séma

dt
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Euler backward

Il. Euler backward séma:

u ., =u, — f(u,,t.) At — implicit, elsérend(i séma

n+1

stabilitas

Az explicit és implicit Euler-modszer elsGrendben pontos sémak —
cél: a pontossag novelése.
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Leapfrog séma

lll. Leapfrog séma:

id6ben centralt, explicit

Upyg = Upg — F(Up, T, ) - 24t masodrendl pontossag

v

A séma erzékeny az indulasra: u, adott, de u,=u(4t) megadasanal
ovatosan kell eljarni.
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Leapfrog séma

1. megoldandoé probléma: a folytonos feladatnal szikség van-e ket
kezdeti feltételre?

Fizikai és szamitasi kezdeti feltétel — hogyan adjuk meg utobbit?

» Legyen u,=u, — ekkor a hiba o ou )
nagysagrendje At, ugyanis Uy =Ug + EM +...= Uy +o(At)

» Euler-séma (forward, backward) az
elsd idSlépcsében — At rendii hiba, de & %

v

csak At ideig jarul hozza a globalis tl tl It
hibahoz — tehat At nagysagrend 0 L :
« Segédléepés az elso idblépcsbben, ey N

majd forward, majd leapfrog — At/2
nagysagrendd hibat hoz be t, t, t,

v
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Leapfrog séma

Stabilitasvizsgalat Upg =Uqpqg— Uy, T,) - 2AL

tnet HErr1 = W +604 -:f.(UM'EMh\ZAL
ffurts -t Jr%L -t
Epan= Enmt = ot| b 206 10(& )

a - 4+?11—A*—q =0 —

3 —lZ.O'\g_ 4 Q z_--( ﬁ

Példa: E+I @-U=0 — stabilitasi kritérium: At<—
0




Leapfrog séma

2. megoldandoé probléma: a szamitasi médusz megjelenése — mi az?

du

Nézzik mega — + “_0 egyenletet!

dt 7

Jelolje A a paros és i a paratlan id6lépcsobeli ertékeket:

(Gyengen) csatolt egyenlet-rendszer:

(dA  u
—+==0 (1
<d'[ T ()
e 2 o (29
L dt 7

(1)
(2)
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Leapfrog séma

(142): QAT ATL (e AU

dt T dt T
(1l_2|): d(ﬂ’_ﬂ) . ﬂ’_lu — 0
dt T
2 modusz: 1. A kiindulasi differencialegyenlethez tartozik

2. Fiktiv, szamitasi modusz — iddlepésenkeént elbjelet valt

Megoldas: a kettd linearis kombinacidja — a szamitasi médusz
eltorzithatja a megoldast.

Probléma: nemlinearis esetben a szamitasi
modusz amplitudodja az idovel n6 — errdl késdbb
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Explicit masodrendi

V. Explicit kétlépéses masodrendl séma:

At e
U, ., =u,—f(u,t)- 5 ——>  Euler segédlépés

Uy = U, = [(Uyintin) AL

Abban kulonbozik a leapfrog sématol, hogy a segedlépés a
kovetkez6 idolépcs6ben mar nem kerul felhasznalasra.

Runge-Kutta mdédszercsalad
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Explicit masodrendi

Stabilitasi analizis:

gn+1:gn ) l_af At .gn
ou, 2
\ az
a > g=l-a+
2
f>0—>At£ J
ou af
ou|, / 9(a)
1z ]
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Implicit masodrend

V. Masodrend( implicit modszer:

At
u”+1 = un _[f(un’tn)-l_f(un+1’tn+l)].2
AR AN
g=1 ou 2 ou. 2 g
1 (04
2.9
g_1+02l:>8u>0_>gSl

J képzetes - g =1
ou
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Tovabbi idobeli véges differencia sémak

U—n+1_[v-n—1 ;
(a) T = F({U")

Fa+l__prn—1 : ny.
() s — = F(%);

Z,"-n =" 4+ O.(U-n.+l ST} e Er’-n.—l)

Ljr‘n-{-l —_Un

(b) Fogr = F(U)

At

&

n+1l__yrn rn rn—+1
(0 TRyt = F (L)

(¢!) LH=U" _ p (_5U"‘+(1—;3)U"‘+‘). 8<05
at 2 )
(d) Lo 2" = FUm+)

Leapfrog (good for
hyperbolic equations,

unstable for parabolic
equations) \ ou 0 2U

Leapfrog smoothed with the
Robert—Asselin time filter;
a~ 1%

Euler (forward, good for
diffusive terms, unstable
for hyperbolic equations)

Crank—Nicholson or centered
implicit

Implicit, slightly damping

Fully implicit or backward

Kalnay, E., 2002: Atmospheric Modeling, Data Assimilation and Predictability
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(J)
(k)

Tovabbi id6beli sémak
[ntl _ [rn

U*{;}"’“ = F(U™); % = F(U7) Euler-backward or Matsuno:
Al good for damping high
frequency waves
(] ;:_f = F(Uﬂ,};
[r**+;:[f** - (—U “ﬂg” *) Another predictor—corrector
scheme (Heun)
['i’“-l-;r_[fﬂ _ F (%{,‘rﬂ _ %{j’ﬂ.—l) Ada,]_]_]S—+Ba.Sihf0rd (Second
order in time).
Un+1|.n"3*_Uﬂ . L
—agz = FU);
Un+1fﬂ**_Un . 5 g%y
sz =P U i
w4+1® _Frn § T
ARSI 4 (e
UrtoUt  — Lpn) + 2R (UPHYT)
+2F(Uﬂ+1f?”) + F(U”‘H*}] Runge-Kutta (fourth order)

U* « (aU* + F(U™))/b

Ur U4+ U

N-times Lorenz’s N-cycle, N =
multiple of 4; Nth orde

£

a+—a—1/(NAt); b «b—1/(NAt)

.
)

rt+l_prn—1 a Fn+1 Fr—1 9 % . e
% =F(U") + Fs (%) Semi-implicit
[J"_Lx"" . ; rn\. Ll,.n +I_L,Vf _ : % = 3

~— = ({U"); —x57— = F(U") Fractional steps

Kalnay, E., 2002: Atmospheric Modeling, Data Assimilation and Predictability






N

dt

"

t

Radioaktiv bomlas feladata

(dm m

+—=0
-

m(0) =1

t

Megoldas :m(t)=e *

Stabilitas i feltétel

At <27 |

2,00 oo e o e

Explicit Euler séma: radioaktiv bomlas feladata

m(t)

Explicit Euler séma: radioaktiv bomlas feladata

/

AN

4
74

St
4
/

—=— exact
—— delta_t=05%au
— delta_t=1,9"tau

2,0 3.0 4,0 5,0 6,0 7,0

Ido
—— delta_t=0,1*tau delta_t=0,2"au
—— delta_t=0,8"tau —— delta_t=1"tau
—— delta_t=2"tau —— delta_t=2,1"tau

8,0 9,0 10,0

delta_t=0,3"au
—#—delta_t=1,5"au

100,0

1,00 ¢ 1 B
i ! A A[ :
m(t) 0,00 '| W’ "‘ ’ ‘r’ - ’ ' s RS
w \ i s s | s
B S O B L o O O B B :
!
-2,00 ‘ s : . — —t ‘
0,0 40,0 60,0 80,0
I1dé
—— exact —+— delta_t=0,6*au ——delta_t=1*au —delta_t=1,5%au
—delta_t=1,9au —— delta_t=2"tau —=— delta_t=2,1*tau

Tisztan latszik, hogy ennél
nagyobb id6lépcsdkre a hiba
nem marad korlatos!

Stabilitas — fizikai értelem?
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Implicit Euler séma

Implicit Euler séma: radioaktiv bomlas feladata

L0 P
L i S B P — — —
N rmniitae ferael o <AL |
S\ N A .. Stabilitasifeltetel :0<—: | S g
R \N | | s | | T | |
me) 0.6 -4 --------------- S S e S ————
RIS S SO S S . ——
s T
0 1 1 1 | = - i i ' ‘*""%"W"?{"""i
0,0 1,0 2,0 3,0 4.0 50 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0
Ido
—=— exact —— delta_t=0,1"tau delta_t=0,2%tau —« delta_t=0,3*tau
—— delta_t=0,5"au —— delta_t=0,8"tau —— delta_t=1"%tau —— delta_t=1,5"au

— delta_t=1,9"tau —— delta_t=2%au —— delta_t=2,1%tau




Leapfrog séma

Stabilitasi analizise:
3L -+ Z.d\a_ -/l = O

Ha g tisztan valods, nincs képzetes rész
(ahogyan itt is), akkor az eqyik gyok
mindig nagyobb 1-nél — instabilitas!

Leapfrog séma: radioaktiv bomlas feladata

g, : H H ;
*rarig g ! ! !
m{t) 0 - e R A R R P R N AR AR SRR BN E

§

—

W ~=

[
—~—

Oszcillalé megoldas —

..‘ *

Szamitasi
modusz!

szamitasi modusz szlirése
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